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En Estad!stic~ y en Econometría en particular, 

uno de los c:,:.rrr?os más inexplorados es' el de las distribu-

ciones en muestras finitas. Los resultados asintóticos es 

tin muy desarrollados y se dispone de ellos con facilidad 

para casi todas las situaciones. Sin embargo, cualquier s! 

mulación con datos artificiales, por ingenua que sea, mue~ 

tra los errores a veces muy considerables, cometidos por 

las aproximaciones asintóticas. Estos errores a veces se 

atenuan considerablemente mediante la introducción de fac­

tores de corrección, pero generalmente no es así. 

En los Gltimos afios una corriente sustancial de 

investigación se ha centrado en este campo (por ejemplo, 

Sargan, Phillips, Rothenberg, por citar sólo algunos nom-

bres, han publicado numerosos trabaj:Js sobre est.e tema). 

Aunqt:e los resultados no están todavía totalment:.e disponi-· 

bIes para su aplicación en general, en muchos casos los 

resultados de estas investigaciones empiezan a ser fructí-

reros, 

Esta nota, recoge los puntos esenciales de una 

contribución a este campo, realizada por el autor. La nota 

es un resumen de la prueba de un teorema, de la obtención 

de la correspondiente aproximación, y de un planteamiento 

general del problema. La aproximación que se obtiene es 

del tipo, 

2 
1? (r ) 

donde Te(q) es el criterio cuya distribución finita se tra 

ta de aproximar,¿(.) y f(.) son respectivamente las fun-

cienes de distribución y densidad de una dis~ribuci6n 

Ji-cuadrado (x~) de 'k' grados de libertad, y W(.) es un 

polinomio finito cuyos coeficientes dependen de las deriva 

das de e(.) y de los cumulantes del vector 'g'. 

(*) El trabajo a que aquí se hace referencia es la tesis ¿oc~oral del 
autor, ~ealizada bajo la supervisión de J~D~ Sargano 
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II. Derivación de la aproximación 

El método más conocido para obtener 

aproximaciones a funciones de distribución de probabi­

lidad desconocidas es probablemente el de Edgeworth. 

Este método puede ser resumido brevemente del modo si­

guiente, y está basado en la inversión de la función 

característica aproximada, de la variable cuya distri 

bución se quiere aproximar puede verse también [10J). Llamando 

a esta variable 'y' y a su función de densidad h(y), su función ca­

racterística está definida como de costumbre por 

- 1jJ (s) = +00 isy 
f e 

-00 
h(y) dy 

que también puede ser escrita como 
! K sr 
r=l r r! 

(1) 1jJ (s) = e 

donde 
ds r 

mulante de orden 

[L 1jJ (s) } s=O' es decir, el cu­

'r', y donde hemos supuesto que to-

dos ellos existen. 

Consideremos ahora otra variable 'x', 

con funciones de densidad- y función característica g(x) 

y; 
y , 

r 

(2) 

<Pes} respectivamente, y definamos sus cumulantes, 

de modo que 
00 sr 
1: y~ 
r=l r! 

iP(s) = e 

De (1) Y (2) obtenemos ahora fácilmente 

~ (s) 

Supongamos que 'x' ha sido escogida 

adecuadarrrente de modo que I Kr - y r ¡- = O (T-1/ 2 r) (ver tam­

bién [SJ). ?-"..;r ejemplo, si 'y' es asintóticarnente nonnal K - O 
r 

\¡ r ~ 3 , cuando T ~ 00 , puesto que la función ca-

racterística de una normal solo tiene primeros y segu~ 
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ces cumulantes distintos de cero, ya que es igual a 

Los primeros cumulantes son las me­

dias y los segundos la matriz de covarianzas. En es­

te sentido, los cw~ulantes de orden mayor que el se­

gundo, distinto.s de cero, pueden ser considerados coma 

un relajamiento del supuesto de normalidad. En este 

ejemplo si 'y' es asintóticamente normal, una elec­

ción ad~da para 'x' es precisamente la distribu­

ción normal. 

Expandiendo el exponente de (3} es fá 

cil ver que puede obtenerse una expresión del tipo 

(4 ) 
k 

1j!(s) - (1+ ¿ 
r=1 

",-1/2 r\ 
.l. I ~(s)+ (T-1/2 (K+l) ~ 

" § 

donde ºr (s) es un polinomio en (is) con coeficien-

tes de orden uno en T. Ahora, invirtiendo la aproxi­

maci6n de (4) obtendremos una aproximaci6n a la fun­

ci6n de densidad de 'y' f es decir 

El problema que queda es como obtener 

explícitamente esta integral. Para ello, consideremos 

la inversa de ~ (s) , 

+00 

f e -isx 
<P (s) ds:::: (2 ~) g(x) 

-00 

y tomemos derivadas con respecto a 's', 'r' veces, 

con lo que obtenemos 

(S-bis) 
+ca 

f e-isxCis)r 
-ca 
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lo que nos dice directamente que Cis} r <p (s) es la 

funci6n característica de (_l)r Dr g (x). Pero la 

aproximaci6n de (4) es precisamente una suma de tér 

minos del tipo kis) r -~ (s11 , con lo que ya hemo; 

obtenido una expresi6n para (5} es decir para la de~ 

sidad aproximada de 'y', en términos de Dr g(xl. 

Ahora, a no ser que 'g(xl I tenga una forma especial, 

suele ser posible escribir 

(6) Dr g(x) = Pr (x) gCx} 

donde Pr (x) es un polinomio en 'x' de orden 'r'. 

Sustituyendo finalmente (6) en (S-bis) 

y este en (4) obtenemos la expresi6n explícita para la 

funci6n de densidad aproximada como 

(7) 

k 

h(y)= (1+ 1: 
r=l 

N (y) T-1 / 2 r 1 g (y) + O (T-1 / 2 CK+11) 
r 

donde ahora Nr (y) es un polinomio en 'y', cuyos co~ 

ficientes dependen de los cumulantes de 'y'. Es decir, 

requerimos un conocimiento explícito de los cumulan tes 

de 'y' para poder evaluar (7) (los de 'x' se supone 

que son fácilmente deducibles). 

La aproximaci6n a la funci6n de dis­

tribuci6n de 'y'puede ser obtenida de un modo similar, 

o simplemente integrando (7) lo que nos da 

k 
(8) F(y)= <p(y) {l+ 1: Ar(Y) T-1/ 2 r} + O (T -1/2(K+l) 

r=l 

donde <P (y) es la fc. de distribuci6n conocida de x. 

Es decir, la distribuci6n finita de 'y'puede ser apro~ 

rnada por un primer término que es la distribuci6n. asin 
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f.:ótica más una suma de términos de orden decreciente 

en T, con la propiedad de' que el orden c:.el término 

de error es el mis:no que el del úl t.imo térmi.no no con 

siderado en la aproximación. En este sentido se pue 

de decir que la distribución de 'y' para T 

see una expansi6n asintótica válida . 

finito DO 
~ -' 

. Al ternativamente, y corno a los poli 

nornios ), r (y) hemos llegado después de realizar la 

substitución g(y), se puede expr~ 

sar (8) del modo siguiente 

k 
(9) F(y) _ W (y) + g (y} { L 

r=l 

que es un tipo de expresi6n más similar al obtenido 

usualmente en la literatura econométrica, (Ver por ejemlo 

[3], ~21). 
Si la "función de desarrollo· en (3), es decir ~ (s) 

I I 

es la función característica de una distribuci6n nor 

mal obtenemos la expansi6n clásica de Edgeworth. Pe-

ro esta metodología puede ser utilizada con otras 

distribuciones, y así, si utilizamos las distribucio 

nes y o S r los polinomios de (6) serían los de 

Laguere y Jacobi respectivamente, mientras que en el 

caso de la distribuci6n noxmal corresponden a los 

bien conocidos polinomios de Hermite. Estos polinomios 

están discutitos en ~}. 

En el caso que nos ocupa, podríamos 

utilizar una y ci ~) para aproximar la distribu­

ci6n de 'y' si su 11mi te asintótico es una X: . Sin 
K 

ewbargo debido a consideraciones de tipo fundamental 

mente algebraico, la expansión en este caso es más 

sencillo obtenerla por otros métodos. Más concreta 
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mente lo que tenemos es una expresión del tipo y=Te(q) 

donde q es una variable aleatoria multivariante con 

una densidad finita desconocida pero que admite una 

expansión asintótica del tipo indicado en (7). La v~ 

riable 'y' estará distribuída asintóticamente como 

una X 2k Y para aproximar su distribución consider~ 
remos primero una aproximación a la densidad finita 

de 'q' , y posteriormente una aproximación de Te (q) 

como un polinomio en q. 

Es 

plo como un test 

ma. Consideremos 

interesante ver a través de un eje~ 
2 X k puede ser escrito de esta for 

el modelo 

2 
E: t -N ( O ,O' E: 

donde los x's son no estocásticos (o alternativame~ 

te, el análisis es condicional a sus valores obser­

vados, lo que no quita generalidad al planteamiento). 

El test de 6=0 puede escribirse como 

A A 

(11) 
C= (B - B ) (X' MyX) ( B - B ) 

a2 

donde 0-2 =( s' E/T-K), M - rr y (y' y )-1 y' 1 y- L; - -1 -1 -1 -1 

o alternativamente 

Consideremos ahora los siguientes mo 

mentos muestrales, 



-11-

(12) q =: 
1 

(Y'y) /T 

a = 
~2 

(Y' V ) 
--1 --1 /T 

q = 3 (Y":1 Y) lIT 

CJ = (X'Y)/ T 

Parece claro ahora que podemos escribir 

c= T e (q) q= (q1 ... q2k+4) 

es decir que C puede de hecho definirse corno una fun 

ción de estos momentos. En general, los test standard 

en Econometría van a depender de este tipo de mome!l 

tos así que el planteamiento es general i61. Sin embargo, 

un requerimiento importante que no siempre es cumpl~ 

do es que la dimensión de '~' sea independiente de T 

(por ejemplo falla en modelos de medias móviles) 

Z'e: 

Consideremos ahora 

Z'Y 
= ---T 

Z I Zy 

T 

y corno Ee Z'e: )= O, puede obtenerse con facilidad 

(13) Z'e: 
-T- = A (q-lJ) 

donde ll=Eq Y le es una matriz cuyos elementos son .. 

funciones del vector de parámetros del modelo 

Definiendo la matriz de selección s= ( O; I3 ) Y 
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podemos escribir 

(14) 
'" "'"-1 
S = S M Z 'Y/T. 

" -1 = S + S M A ( q- ,l:!) 

" y así, es claro que S =13 (q) y que S (~)=S . De modo 

análogo puede verse que cr2 (U)= cr2 , cuando no se co­

rrige por grados de libertad, y que será el estimador 

que consideraremos en lo sucesivo. 

De este modo es fácil ver que la varian 

za asint6tica de S es AV( (S -S llT)= tlim ;i(s M-1;,) 

y así el test X2 puede escribirse de un modo más con 

veniente para nuestros prop6sitos como, 

(15) * T 

Sabemos que (q-~)IT A N(O,Q ) por 

resultados generales de estadística. Así, de (13) es 

evidente que 

(16) cr2 M = AQ A' 

De hecho, si lim 
T-"7 

Q T = 
00 

Q , puede verse para este ca 

so que 

" M (~) =AQTA' 

Escribiendo ahora (15) en la forma 

donde X = L (q-~) y Q-1 = L'L , vemos que 
T 
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Además utilizando la propiedad (16) es f! 

cil ver que la matriz de (17) evaluada en Eq=~, es 

idempotente y de rango K. Es evidente que C (q=~)=O, 

15 C/ 15 ql q=~= O, Y escribiendo 152 C j = C , 
8q óq' q=].J, qq 

obtenemos expandiendo C(q) alrededor de ~ 

(18) C(q) = X' Cqq X + O ( 1/1T) 

= 15 2 + O ( 1/1T') 
T 

Como C es idempotente, X'C X= Y'y don qq qq 
de 'y' es de dimensión 'K'. Y ahora podemos definir 

a =+ (y' y)1/2 ~-= Y/ o . Así, oi A x~ y el térm! 

no de OC 1/ IT) será una función de o y de].J,. 

Esta va a ser en líneas generales la for 

ma de aproximar Te (q) como función de las varia­

bles 'q'. Antes de obtener la expansión para Te (q) 

requerimos la aproximación del tipo Edgeworth para 

la densidad finita de 't'. La expansión asint6tica 

para 'q' la obtendremos basándonos en la función de 

desarrollo normal (ver (7» puesto que 'q' es asint~ 

ticamente normal. Para ello requerimos los cumulantes 

de 'q' y la función característica para obtenerlos por 

derivación .. (Ver 9 ). 

modo 

(19) 

Definiendo las matrices 

q _ (y r 
3 - 1 Y/T) = yO H yo 

3 

H., i=1,2,3 
~ 

del 

donde yo, = (YT .... Y l' Yo) 

1 
T"" H3 = ! (H~ + d+3 ') ,2 .j 

(y similarmente H2 y H1 ), Y los vectores G , a=4, .. . K+4 a 
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q = G' yo 
a+4 a 

etc ... 

la función característica de los momentos muest-rales 'ql, es 

(20 ) [ 
3 2k+4 

E exp ( yo ¡ (I: e. H.¡ ) yo+- I: 
i=l ~... a==5 

Como yo tiene una distribución normal, esta espera~ 

za puede ser obtenida fácilmente. En particular, re­

querimos las medias de 'y o , y su matriz de covarian 

zas lo que puede ser obtenido como sigue: 

de modo que la varianza de yo es simplemente la de un 

proceso autorregresivo de orden uno. Existe un proble­

ma con las medias iniciales que no son observadas, en 

este caso 'mo '. Hay diversos métodos de estimarlas, p~ 

ro esto es ya un problema que excede el nivel de es­

ta introducción. 

Derivando ahora (20)/10s curnulantes se ob­

tienen con facilidad. La solución explícita puede ve~ 

se en [r]. De este modo, puede obtenerse explícitame~ 
te la aproximación del tipo Edgeworth a la distribución 

finita de q, hasta el orden de error en T que se desee. 

La función característica del criterio Te (q) puede es 

cribirse 

+00 

(22 ) ij! '1'- (s) ::: f 
_e -O> 

o equivalentemente 

+00 
(23 ) 1/1 Te (s) = f 

-00 

iS Te (q) dF (Te} 

is 
e Te (q) f (q) dq 
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La idea es ahora expandir Te Cq) por 

Taylor, expandir el exponente, substituir f(q) por 

su aproximaci6n, e integrar término a término. La 

inversa de esta funci6n característica aproximada 

es la funci6n de distribuci6n aproximada de Te (q). 

La prueba de que el término de error no altera su or 

den de magnitud en T, a través de las sucesivas inte 

graciones es complicada. Se requieren ciertas condi 

ciones en las derivadas de (Te) que aseguren que pu~ 

de ser aproximado por Taylor, y ciertas condiciones 

en la funci6n característica de q, ~q (s), que per­

mitan aproximar su funci6n de densidad por una expa~ 

si6n asint6ticamente válida. Las condiciones no tie 

nen una interpretaci6n intuitiva sencilla y se omiten. 

De todas formas, una explicaci6n intuitiva del teore 

ma puede ser de utilidad. 

Supongamos que se desea aproximar 

P [Te(q} '1.i J cuando Te(q} A x~ y' q' es un vector 

de variables escogidas ~Fente . El teorema re­

quiere la definici6n de una variable 'o' a partir 

de las yariables 'q' tal que 02_.X2. Se establece 
A h 

. un en.torno , del origen PI en .el que (Te) es inveE, 

tibIe respecto a 'o', entorno que será creciente 

con T. Es decir, Te (q) = Te *C o, w) donde 'w' 

incluye el resto de las variables. En el entorno en 

que (Te) es invertible podemos escribir 

P 

donde ~(. ) 

ci6n a r 2= 

[02 = ~ (r, w) 1 
~(r,w) 

=f f f ( o , w) 
o 

dE dw} (24) 

es la inversa para o, es decir la solu 

* Te o, w) y donde hemos supuesto que 

la probabilidad de que 'q' esté fuera de este espa­

cio puede ser desechada. Bajo ciertas condiciones, p~ 
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dremos obtener una aproximación a la densidad de 

C o ,w) r f k (o , w). También es posible bajo otras 

condiciones aproximar ~ ey,w ) por un polinomio 

QCy,w) de modo que ~ CV,w) ~ Q(v,w) (J].Entonces pu~ 

de escribirse 

Q (V,w) 

(24) :: f fo f (k (8, w) d:5, dw 

= ! h [Q (y,w), w J dw 

Es decir, integramos primero respecto a . 

• o " Y obtenemos una expresión que es integrada fi:. 
nalmente con respecto a las variables 'marginales" 

w, para obtener la aproximación final. La dificul 

tad estriba por supuesto en probar que en cada paso 

el término desechado es del orden de magnitud re-

querido en T. 

Una vez que la validez del teorema ha si­

do probada es más conveniente presentar la expansión 

de un modo alternativo que facilite el álgebra. Con­

cretamente, la idea aquí es obtener la función carac 

terística aproximada de Te (q) 'expandiendo todo I 

por Taylor, e integrar término a término. Finalmen 

te, invirtiendo esta aproximación obtendremos una 

expresión explícita para la aproximación a la prob~ 

bilidad finita que buscamos. 

Más concretamente, consideremos la función 

característica de T e (q) tal como ha sido expresada 

en (23) 

+00 
(25) 1/1 (s):::: 

1" Te 
- ca 

¡ . 1s Te (q) e - f(q) dq 

La expansión ha sido obtenida hasta un error O (T- 3/ 2) 

por razones que luego serán patentes. Bajo las condi 

ciones del T ~a , puede escribirse 
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donde R1 , Y R2 son términos que dependen de las d~ 

rivadas de a(.) hasta el orden cuarto,y están eva­

luadas en E q= 11 

Por otra parte, aplicando la idea descrita 

al principio se obtiene con facilidad, la aproxima­

ción a la densidad de x= fi L (q-]J.) (recordando 

X'A N(O, Ii). 

(27) f (X) = a (Xl {1+ 8 1 (Xl/1T +S2(X)/ T }+O(T- 3/ 2) 

y donde a(X) - N(O,I). 

Como (o,w) es una simple transformación de 

X, la aproximación a su densidad es sencilla de obte 

ner. La expansión del exponente no entra~ ahora r...inguna di­

ficultad especial. Finalmente, se desechan todos 

los términos cruzados de orden inferior a O (T- 3/ 2 ) an­

tes de integrar la expansión. 

La expansi6n en sí misma es muy complicada 

y costosa de obtener. Al final, obtenemos una expre­

si6n que es funci6n de las derivadas de (Te) hasta el or-.-
den cuarto, y de los cumulantes, taIT~ién hasta orden 

cuarto, de 'q'. Hay problemas adicionales en la obten 

ci6n de una matriz e tal que 

(28 ) 

'-,' 

1 
2" C e 

qer = 0(1/ IT) 

Y . q.:e~11/2 El Q 1/2) sea idempotente y de rango h. Esta c0E;. 

dición,en el caso visto arriba y en bastantes situ~ 

ciones reales/se va a clli~plir con igualdad. Pero, en gen~ 

ral, es un problema el obtener esas derivadas. 
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Finalmente, la expresión para la aproxima­

ción es de la forma 

w (V) = 1\ (V) / IT+ S ( r) / m 
.L. 

A (V) Al 
-1 

1,.2 V = 't- + 

,-
(2i-S I S (r) = r b i 1/ 

i=l 

donde ~o2 (.) es la función de distribución de una 

~ f Y f 2 (.) la correspondiente función de den 
h <5 

sidad. Los coeficientes ( Ai , b i ) dependen de las de 

rivadas y cumulantes mencionados más arriba. Existen 

transformaciones de esta aproximación diseñados para 

asegurar un comportamiento mejor en muestras finitas, 

pero la expresión (29) es por así decirlo la 'gene­

radora de aproximaciones' y por esta la clave- La aproxi 

mación ha sido obtenida hasta un orden O(T- 3/ 2 ) -

por dos razones: primero, obtener un orden T- 2 re­

quería evaluar términos demasiado complicados, y 

segundo, el término A (y) depende de e (ll) , e. y , q 

1 e - e , pero estos términos son con frecuencia nu 2 qq 
los de modo que el error de las aproximaciones asin-

tóticas no es de orden (1/ IT) sino de orden (l/T) 

en muchas ocasiones. 

Las derivadas del criterio pueden ser eva 

luadas numéricamente lo que plantea otra serie de in 

teresantes problemas, de tipo numérico, que están 

discutidos en [Ij. La aproximación puede ser uti1l 

zada con p~rámetros estimados, obteniéndose un error 

O (T- 3/ 2 ) si A (v)= O. También puede utilizarse 

sencillamente para estimar el intervalo correspondie~ 

te a una probabilidad dada, manteniéndose el orden 
~-3/2 de error '':: 

I 
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La expansión obtenica en [= J ~a sico desa­

rrollaca bajo una serie de supues~os de ¿erivabil{-
... - .... ..La :unCl.or! Te ( .. ) CIue no son !:"est:::-ictivos . 

El iTtás i:nportante es que el 
~ , nUJ.-:\ero ce momentos no de 

penda de T (no cUJ.~plido por procesos de medias ~ 

1710-

.; , \ v ...... es I • El reCIuerimiento básico para las variables 

'q', es que su función de densidad sea aproximable 

por una expansión de Edgeworth y CIue sea asintótica 

mente nomal, consecuentemente. Ssta condición par~ 

ce bastante general y en principio no recuiere la 

no~ali¿ad del componente de error en el modelo ori 

gínal (10). 

De todas formas, la inves~igación empíri­

ca realizada se ha llevado a cabo en modelos. auto-

rregresivos (uní y bíecuacionales) comprobando re~ 

tricciones lineales y no lineales, y suponiendo que 

los errores del modelo son normales, con lo que se 

pueden obtener expresiones algebraicas explícitas 

para los cUJ.~ulantes de 'q' hasta el orcen deseado. 

Una de las conclusiones empíricas obteni­

das sistemática.-:l.ente en los experi.,-nentos de r10nte 

Carla es que la aproxi.J.ü.aci6n as int6tica tiene 

'..::.nas oolas demasiado delgadas. La forma general de 

las distribuciones parece ser, 
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1 - asintótica 

II - finita (cierta) 

Irr - aproximación a la finita. 

Este resultado, para T alto también pu~ 

de derivarse teóricamente requiriendo b~> O (ver 
:J 

(29)). Esta condición por otra parte se requiere p~ 

ra la validez misma de la aproximación, y empírica­

mente siempre se ha cumplido. 

El problema entonces es que los 'tests de 

hipótesis se llevan a cabo en las colas. Una peque-

5a diferencia de probabilidad, supere una variación 

porcentual de a veces el 100 % en el intervalo de 

confianza. 

Las aproximaciones a la verdadera distri 

buci6n derivadas en [r1 por otra parte, cometen 

errores mucho menores y en muchos casos práctica~ 

mente nulo. 
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Ir! '" Ccnclusiórl 

La aproximación obtenida, es muy ajustada a la 

distribución finita, de acuerdo a todas las pruebas reali 

zadas •. "'demás, es de aplicabilidad bastante general, pues 

la restricción: de nomalidad en los errores puede ser fácil­

mente rela jada" Por c)tra part.e, en aplicaciones prácti­

cas suele ser más impori:.:ante determinar el orden de la ca 

rrelación serial que su forma. Es decir, que un ~1A (1) pu~ 

de ser aproximado por un AR(l) a no ser que la raiz sea 

cercana al círculo unidad. La implicación de este hecho 

es que las aproximaciones aquí resumidas, pueden ser apl~ 

cables trunbién en estos casos. 

Excepto en casos sencillos, es difícil obtener 

resultados analíticos, de la comparación de las expansio-

nes correspondientes a diferentes criterios con igual di~ 

tribución asintótica. Sin embargo, en algunos casos de r~ 

levancia práctica la comparación puede ser llevada a cabo, 

y el autor está actualmente trabajando en ello. La aprox~ 

maéión puede ser calculada sin dificultad para criterios 

generales, mediante un programa escrito como parte de es­

ta investigación, y que pronto estará disponible para su 

uso público. El programa no es excesi vrunente caro en térmi 

nos de tiempo de ordenador, y actualmente J.D. Sargan está 

trabajando en la simplificación de las partes más costosas 

de la evaluación de las aproximaciones de Edgeworth en ge­

neral. 

En resumen, es probable que en un plazo relativa­

mente corto, las aproximaciones a las distribuciones fini­

tas de este tipo, pasen a estar disponibles para su uso g~ 

neralizado en cualquier tino de problemas. 
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