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Resumen

La correccidn por grados de libertad del estimador
de la varianza de los errores en un modelo de regresidn cli
sico, se suele mantener en modelos dindmicos. En realidad
no se sabe si esta correccidn empeora o mejora la aproxima-
cibén. Este trabajo muestra a través de resultados tedricos
y de simulaciones que la correccidn va en el sentido adecua

do, aunque no elimina todo el problema.

Abstract

The work in this paper, builds upon results
obtained out of expansions for finite sample distributions
of econometric criteria. The finite sample bias of the
estimator of the variance in a dynamic model is discussed

and a justification for the usual correction is provided.
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I. Introduccidn (*)

Uno de los problemas importantes gue en la actua-
lidad tiene planteado la estadistica aplicada es la obten-
cidén de aproximaciones a las distribuciones de los estadis
ticos comlnmente utilizados. Salvo raras excepciones, lo
inico que se conoce con exactitud son las distribuciones
cuando T+ «. Los intentos de resolver este problema han ido
en varias direcciones. Hay que observar en primer lugar que
el problema se centra en aproximar la distrihucidn en sus
extremos ('colas') puesto que en esa zona se llevaha cabo
los contrastes de hipbtesis. Como un pequeno cambio de pro
babilidad en esa zona puede implicar un cambio importante
en el intervalo correspondiente, el problema es considera-
ble. Una via de andlisis consiste en estudiar la existencia
de momentos de las distribuciones ya que esto puede dar una
idea del espesor relativo de las colas. Otra se centra en
obtener aproximaciones directas a las distribuciones hasta
un cierto orden de magnitud en T. Estas aproximaciones no
son todavia fdcilmente accesibles y de ahi el interés de es
tudiar modificaciones simples de los estadisticos que acer-

quen las distribuciones reales a las asintdticas.

Los factores de correccibén proporcionan modifica-
ciones simples y faciles de utilizar. Experimentos de Monte
Carlo han mostrado que en muchas ocasiones actuan en la di-
reccidén adecuada aunque evidentemente no proporcionan una
solucidn definitiva del problema. Una dificultad tipica es
que es sencillo derivar ex-post los factores de correccidn
adecuados, pero no es tan fdcil el calcularlos previamente
a la realizacidn del experimento. En todo caso, su utiliza-
cibn puede ser de utilidad en muchos casos para prevenir

conclusiones absurdas como el siguiente ejemplo muestra. Su

(*) Agradezco los comentarios de Tony Espasa



pongamos que estimamos por minimos cuadrados el modelo

o Y + € ’ t=1, ..., T (1.1)

consideremos el estadistico 't' para &
p s’

Il

t@ )= 8 /(89)

VT & /((ee) /2

)

¢ ) (1.2)

donde ¢ es la correspondiente forma cuadrdtica en el vec
tor Y_S. Si aumentamos el nlmero de regresores hasta T,

la suma de cuadrados es cero, y el estadistico tiende a

1 1

infinito aunque as sea igual a cero. Sin embargo, si in
troducimos una pequeha correccidn por grados de libertad

y utilizamos (T-p) en lugar de T ,este problema desapare-
ce o al menos se atenfia. En el caso de las razones 't' ca
si todos los programas existentes incorporan automdtica-

mente esta correccidn. No es asi sin embargo, en la mayo-
ria de los contrastes de hipStesis que se realizan comun-

mente.

Los factores de correccién pueden derivarse a ve
ces como subproductos de la investigacidn tedrica sobre
distribuciones finitas y este es el enfoque adoptado en
este trabajo. La ventaja de este enfoque es que proporcic
na una justificacidén sbélida para su uso, ya gue anterior-
mente no existia una justificacidn acerca de su probable
bondad, excepto por alglin experimento de Monte Carlo ais-
lado. Al mismo tiempo se introduce al lector en ciertos
temas que son bdsicos en la teoria actual de aproximacio-
nes a distribuciones finitas. Los resultados mds concre-

tos del trabajo se obtienen en la seccidn V.



Los factores de correccidn propuestos en este
trabajo se derivan del andlisis del sesgo en la estima-
cibn de la varianza de los residuos. En modelos de regre-
sibn lineales con regresores no estocdsticos, el estima-
dor mdximo verosimil de la varianza del error es sesgado.
Sin embargo, una pequeha correccidn por grados de liber-
tad elimina el probleﬁa. Parece intuitivamente plausible
suponer que es conveniente mantener esta correccidn en mo
delos gue no cumplan las condiciones clésicas [13]. Aun-
que asint6ticamente es irrelevante, para T finito la co-
rreccidn puede ser decisiva. En este trabajo se demuestra
gque en cierto tipo de modelos dindmicos bastante genera-
les, esta intuicidn es correcta. M&s concretamente, se

prueba que

E 82= 524 0(T"2) (1.3)

siendo o?el estimador de la varianza del error del modelo
corregido por grados de libertad. La importancia de este
hecho radica en que la correccidn hace que la aproxima-
cibn asintdtica a la distribucién finita sea mejor. El re
sultado de (1.3) es vadlido cuando se estima el modelo con
0 sin restricciones. Una consecuencia inmediata es que
los contrastes de Wald, Lagrange, y mdxima verosimilitud
corregidos por grados de libertad ya no cumplen la desi-
gualdad mencionada en {11 v los criterios de coste pue-

den ser los decisivos en la eleccidn de un contraste.

El documentc estd organizado del siguiente modo:
la seccién II discute brevemente resultados sobre los se
gundos momentos muestrales gue se requieren posteriormen
te. Parte del andlisis se relega al apéndice uno. La sec
cifn III es una adaptacidn de un teorema de Sargan {13]
sobre aproximaciones de momentos. El teorema prueba la va

lidez de las aproximaciocnes tipo Nagar [9]bajo ciertas



condiciones. La IV seccibn estd dedicada a obtener resul-
tados previos que son utilizados en la seccibn V para pro
bar (1.3). Finalmente, la seccién VIIrecoge algunos resul
tados de un experimento de Monte Carlo a la vez que se ex
plica la técnica de la variable de control. Un resumen de
las conclusiones principales se ofrece al final del docu-

mento.
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IT. Los momentos de las covarianzas muestrales

Consideremos el modelo f

= = L1, e e o o e T
o (L) Yt Zl Bl (L) Xit + Et t 1,
E:t_N(OI gy
Eetgc= 0 , t#c (2.1)

donde el médulo de las raices de g{(L)= 0 estd fuera del cir
culo unidad, y las x's son ex6genas. Los estadisticos v estimado
res corrientes, y en particular §G? , son funciones de los
primeros y segundos datos de la muestra (m8s adelante se
daréd un ejemplo). Definamos por 'qT' el vector de los mo-
mentos estocdsticos, es decir, los que sean productos cruza

dosde las 'Y's, o de las 'X's con las 'Y's'.

Para poder aplicar el teorema de la seccibn si-

guiente necesitamos probar que EqT= Mo s existe y
1°) E|WT (q-u)fK existe y es 0(1) en T, VK
3 -
2°)  EIVT (q-w|° = o™ (2.2)

Aqui solo vamos a ver ideas intuitivas. Pruebas
rigurosas existen, pero es enormemente laborioso el obte-
nerlas Il4J.Los resultados se obtienen analizando la fun-
cidn caracteristica del vector 'gq' que se obtendrd en el
apéndice I (Notar que 'g' depende de 'T' al igual que to-
das sus esperanzas pero se omite el subindice por claridad

de notacidn) .

En primer lugar y definiendo la funcién caracte-
ristica del vector 'gq' como,
4o

v o) =/ MM f(q) ag (2.3)
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se puede probar que [l@ ;

r
3 Log V¥
g q(u)

3 qb

r

= o(tt T Ny (2.4)

en un cierto entorno de u= 0. En otras palabras, el cumulan
te de orden (r) tiende a cero. La prueba se basa en la apli
cacibn para el caso autoregresivo de un método aplicado por
Chambers a la distribucidn de Wishart[Z]. Igualmente, como

u= Eg= K., ues de orden uno en T. Definiendo ahora zT=(q—u)VT,

ll
los cumulantes de 'zT' de orden (r » 3), tenderin a cero asi

que,

iu'm + i2u'52u/2

lim vy (u)= e
Zp
Tos o0 (2.5)
donde O = lim (TE(q—u)(q—p)> , y m= lim (y.). En otras pa-
T
T->co T
labras
VT (g-u) 5 N(0,0) (2.6)

puesto que (2.5) es la funcidn caracteristica de una nor-

@

mal.

Como 'zT' tiende a una normal, es evidente que los

zT' ademds de existir por el argumento dado an

teriormente, tienden a un limite finito cuando T»~ , es de-

momentos de '

cir son de orden uno en T. Finalmente, y como 'zT' tiende a

una distribucién normal, es evidente que

E(zT)3 =o(r ¢

) a> 0 (2.7)
pues los momentos impares de una normal centrada son cero.
No es dificil sospechar que a = 1/2 como efectivamente puede
verse a continuacibén. En primer lugar y como (g-u) es una

transformacién lineal de 'q' la funcidn caracteristica de
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AY

(g -W puede escribirse como

e TUH ()= exp ( L K us/sx)
s=2 S i
= (1L + I §_u/r)) (2.8)
. r .
r=0
ya que K,=u y donde & = E (g -n y K es el cumulante de

orden 's' de la variable 'q'. Expandiendo (2.8) e igualando

potencias de 'u' es f4cil obtener

I = K (2.9)

-2

y como K3= 0 (T ) es automdtico que E(zT)3= 0(T

—1/2)
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ITI. Un teorema sobre aproximacidn de momentos

El teorema de este apartado es una adaptacidn
simplificada de un teorema general dado por Sargan en [13].
El teorema tal como estd dado alli, es dificl de interpre-
tar. Por otra parte, los supuestos son desde un punto de
vista préctico excesivamente generales, lo que complica

bastante la argumentacidn.

Es conveniente definir una regidn creciente con
T del siguiente modo, para un vector 'p'
l-¢

sp={p|(p T <c; c>0 , >0} (3.1)

Supongamos ahora que,

1°) El vector (pVT) tiene momentos de todo orden, y son

de orden uno en T.

2°) Consideremos una funcién de un vector 'q', ¢(gq), 'r'

veces derivable en 's y cuyas. derivadas son uniforme

™
mente acotadas siendo (g- u)= p, Eq = U.
3°) K .
E | ¢(q) | existe para algfin K>1
Entonces,
‘ -r/2
Efo@| X -] @] =0 (3.2)
donde ¢ r(.) es una aproximacidén a ¢(.), basada en una ex
pansidén de Taylor de 'r' términos alrededor de 'u', elimi

nando el Gltimo término.

La lbgica de la prueba se basa en dividir el es-
pacio de integracidn en dos regiones, y esquemdticamente

consta de tres pasos,



15 —

E ’Mq){k - Eg |¢(q)|k = o(17%/?)
T
B, [o@* - 5 @] * = 0T
B, |0, (@|* - Blo @) " = ox7?) (3.3)
T

La prueba de que cada elemento eliminado es del

orden de magnitud indicado queda relegada al apéndice II.

El teorema es aplicable al caso de modelos diné-
micos sin medias mbéviles. En este tipo de modelos, los es-
timadores suelen ser funciones de los primeros y segundos
momentos de los datos muestrales. Estos momentos forman el
'q
snes requeridas por el teorema (seccidn II y apéndice 1).

vector cuya funcidn caracteristica cumple las condicio

Por Gltimo, el momento ordinario tiene el mismo
orden de magnitud que el momento absoluto, y asi, los re-
sultados para momentos ordinarios pueden ser deducidos in

mediatamente de este teorema.
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IV. Algunos resultados preliminares

Para obtener la conclusién -de la siguiente séc-
cidn se requieren varios resultados preliminares. En pri-
mer lugar, para poder aplicar el teorema de la seccidn an
terior, requerimos que E(é‘z)K exista para algln K> 1. E1
tipo de modelos que vamos a considerar, son de la formaauto-

regresiva, y pueden escribirse como sigue

Yo = ozt v+ ey €¢ ~ N (O, o)
Eet ECZ 0 t#£
zt' = (yt—l""' yt—p’ Xigr =eer Xnt) , pt+tn= K
Yy = (a1, «vey ap, Bl, e Bn) (4.1)

o P . . 2
El estimador maximo verosimil de 8°es

8%= (e M_e)/T
e'e €z(z'z) T z'e
T T

< (e'e/T) (4.2)

va que (z(z'z) L z'/T) es semipositiva definida. Entonces,

E 68%< E(e'e/T) = o° (4.3)

es decir que E c?existe. Igualmente, podemos probar que
E(@z)K, K>1 existe si los errores 'e' son normales. (Reqﬁe—
rimos que K>1, para poder aplicar el resultado del teorema
anterior). De hecho, seria suficiente suponer gque el momen
to de segundo orden de 8? existe. Para ello nos basta con
imponer la condicidn de que los cumulantes de cuarto or-

den de 'e' existan. Esta Gltima condicién es la usual en
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teoremas centrales del limite muy generales, asi que, en

el presente contexto no supone ninguna restriccion adicio

nal[3].

Los primeros y segundos momentos de los datos es
té&n formados por los elementos de (z'y/T) y (z'z/T). Es
evidente que 82%es una funcidn de estos momentos (ver tam-
bién el apéndice 1). Los elementos estocdsticos de estas

matrices son aqui, del tipo

T-a s= 1 o)
\ =1, ...,
z (Yt Yt_S//T
t= 1l-a a=0,..., (p-1)
T s =1, ...., p
z (X. Y ) /T
g=1 Tt t-s i=1, «ue., n (4.4)

i 1

Definamos el vector 'g', como el vector que

agrupa estos momentos estocdsticos. Consideremos ahora

LIPS ' '
2t - 2¥ _(Ziy (4.5)
T T T
Como E(Yt_S e =0, si s>0
_ m2'Y z'z, .
0 = E(=) E(==)v (4.6)

i ¥ T
4 Y) zZ 2z Z zﬂy

Il

A(g-u) (4.7)

donde y =Eg (el subindice T en 'gq' y 'u' se omite por mo

tivos de claridad notacional). La matriz A en (4.7) es

una matriz que depende de los par@metros 'y' . Ahora po-
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demos escribir el estimador minimo cuadrdtico de 'y' como,

¢ =2y 2y
T m _l
= v + (2'z/T) Alg -u) (4.8)
Definamos TE(g- u) (g- u)' =Q o Y consideremos
E [(z'e)(z'e)" ¢ ] (4.9)

Los términos gue no incluyen variables exdgenas
son del tipo

T T
E{(2 Y e,) (Y __«€ )] =
[ £=1 t-s t r=1 r-r g
T T
b ) E(Y, _ e, Y _¢e)) (4.10)
£=1 Qzl C—S C C=r ¢
Para analizar esta expresidn consideremos la es
peranzade cada término del sumatorio en (4.10), en los ca

sos t= 17, t#¢

E(Yt_s €y YC—r EC) =
E(Y, _ &, Y;—r ) E(ec) =0 t<g

-2 = ~2 =
E(Y, _ Y. ) E(Lt) =0E Y, Y. . t =7 (4.11)

(Notar que si t#¢, sin pérdida de generalidad podemos asu
nir que t<g . Similarmente, con los términos que impli:

can también regresores estocdsticos

=

_ T

T z (X, e )| =
t=1 =1 &
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T
c? I X, EY t =7z (4.12)
€t

Entonces podemos escribir,

1 2
—— E{(z" ¢) (z'e)' =0 E(z'z'/T)
T [ ] €
_ 2 (z'z
= 0. G| =y, (4.13)

donde la expresidn (z'z/T) estd evaluada en U =Eq. Final

mente, de (4.7) obtenemos inmediatamente que

o (52 =, = B9 An (4.14)
= u

Definiendo ahora D = (ZVY/T)q='u , Wi=E(Y'Y/T),
tenemos que

E(Y'Y/T) = E(Y'z/T)y + E(y'e/T) (4.15)
lo que puede escribirse también de modo trivial como
U, ZDIY+O,Z

Por otra parte, de (4.8) es obvio que 9 (g=1) =y
Entonces,

82 = (£'¢ /T)

(Y'Y - Y'z (z'z)'l z‘Y)/T

I
|

q; - (¥'z/T)% (4.17)

asi que

o?(g=w= w- D' ¥y

= g? (4.18)

de (4.16)



V. El sesgo de E (8?)

El estimador mdximo verosimil de la varianza o _

o

es
82 = e'e _¢'z ( Z'z)-—l z'e
T T T T
¥
= £ & 4+ N (5.1)
T
Entonces,
\
Eg? = E(———) + EN
T
= 0°¢+ EN (5.2)

El sesgo es por tanto EN. Para obtener una apro-
ximacidn, utilizamos la técnica de la seccibn III. Es decir,
expresamos en primer lugar N como una funcién del vector
'g', que es derivable al menos tres veces en un entorno de
'u'. En segundo lugar efectuamos una expansidén de Taylor de
tercer orden alrededor de 'u' y tomamos esperanzas. Para
evaluar esta expresidn necesitamos obtener las derivadas de

N respecto a 'gq', que se obtienen a continuacidn.

Definiendo (z'z/T) = p , p(g=W)= p, y utilizan-
do (4.7)
¥ \] — 1]
N = - _£'% A 1 z'e
T T T
- ' [ A1
= - (g-u)'" A' P A(g-1) (5.3)
Definiendo Ny o= (BZN/qu gqj) evaluada en g =y,
es evidente que las derivadas de (5.3) son
N,. = -2A" “1a (5.4)
ij iP 3 .



donde Ai es la columna 'i' de la matriz A. Esto es asi, de-

bido a que las derivadas en las gue aparezca el término

dp estardn multiplicadas por (g-u). Utilizando la nota-

cidn tensorial para los subindices y definiendo wij= Qij
(ver apéndice 2, II.5)

-1
== — 1]
Nij Vi3 2(Ai P Aj)wij

-2 tr(A' p'lA Q)

-2 tr p_l (AQA")

= -2 tr k o?

Consideremos ahora una expansién de Taylor de

tercer orden de N como funcidn de g, alrededor de 'u',
N = v%f- Ngor,o+ ;ir Nij r, ry + g;%7§ szk rirjrk (5.6)
donde r, =‘VE-(q —u)i. Tomando esperanzas obtenemos,
EN = J Nf(qg)dg
= f%? Nij wij + O(T_Z)
- _52_§_ +0(r (5.6)

El segundo término (5.6) desaparece puesto que

es una suma de elementos de la forma

Nij(q-u)i flq;) (5.7)



que obviamente son iguales a cero. En la seccidn II, se ha
visto que E(JT (q-—u))3 = O(T—l/2) asi que el Gltimo término

de (5.6) es efectivamente del orden de magnitud indicado.

El interéds de estimar correctamente 82 estriba en
que este valor lo requerimos en la construccidn Je intervalos de confian
za para el vector 'y'. 5i en prouedio infraestimamos 02, poderos sospe-
char que vamos a sobreestimar la probabilidad atribuida a un intervalo
basado en la distribucibn asintbtica. Acabaros de ver que similar
mente al caso de regresores fijos
e 2

———) =0+ 0(T °) (5.8)
-K

E(

oo

Este resultado sugiere que es mejor utilizar el
estimador de o’corregido por grados de libertad. Los expe-
rimentos de Monte Carlo recogidos por ejemplo en 151 y [7]

confirman este resultado.
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VI. El sesgo con restricciones

Supongamos ahora que el vectory cumple unas res-
tricciones lineales parametrizadas por Ry = s, donde R es
una matriz de constantes conocidas de rango 'r', y s un

vector de constantes.
Definamos los simbolos ("), (7) para indicar res

pectivamente estimadores restringidos y no restringidos.

Es bien sabido que

Entonces, como z

™

™2
I

™

Entonces,

ee _ g8 (q-u) 'A' P IR[R'E lRJ -1 R ﬁ_lA(q—u)

T T
1A

I A (5.11)
T
Por motivos similares a los del caso anterior
+ _ oan -1 { =1 ]-l v -1
Nij 2A'. p "R|R'P R R p Aj (6.12)

Utilizando un razonamiento enteramente andlogo

al seguido en (5.5) es inmediato que

N.. w.. =2W?r (5.13)
i3 13



04

Entonces, v de modo similar al desarrollo de (6.6)

P4

2

EN' = oz% + 0 (T %) (5 .14)
con lo que finalmente,
~op X Al A
E(_EE_) = E _e e + EN++ Q(T”Z)
T T
s L 2 O
T
= o2 (IR o(r7? (5.15)

_E'E ) 2 524 0(173 (

[}

.16)

Las distribuciones finitas tienen colas mds an-
chas que sus aproximaciones asintdticas en general. Una ex
plicacién reside en el sesgo en la estimacidn de o? . ILa
aplicacién inmediata de estos resultados sugiere flactores
de correccidn para los tests usuales de Wald, Lagrange, y
de mdxima verosimilitud. Un resultado de esta correccidn
va a ser que la desigualdad mencionada en [l] ya no se

cumple en general.

Los tests de Wald, (W), Lagrange (ILM.) y de méa-
xima verosimilitud (LR ) en el contexto del modelo de este
trabajo, para contrastar restricciones lineales en los pa-

radmetros son respectivamente,

x1x _ aAnra
W:_T(EE SE)
'8

A
€



X1x _ aAnra
M =T (===
£'e
LR =T Log (£'€ / E€'¢) (6.17)
Es evidente que IM<W . Por otra parte,
2
IR = W-— A4 0<68<l
T2 (1+ws)
LM2
= M+ —— 0<A< 1 (6.18)
T2 (1+LM))
asi que finalmente
IMgLREW (6.19)

N~

siendo esta la desigualdad bien conocida, obtenida en [l}.

Podemos notar que
LR - W= 0(T ")
= LR - IM (6 .20)

y asi los tests convergen en probabilidad ademis de en dis

tribucién y son por ello asintdticamente equivalentes. Co-

mo (IM)2 = (W)2 + 0(T™ 1) es fécil ver que
W - LR = gﬁlwz +0(r7?
LR - LM = §4w2 +oo(T7?)
W- LRS LR - IM = (wW)2/(27) (6..21)



Con regresores no estocdsticos se puede obtener
una distribucidn exacta a partir del test de Wald (aunque

no para el de Lagrange ni el de méxima verosimilitud).

I -K w=rv

g (z, T-K) (6.22)

Cuando hay regresores estocdsticos, se pueden
utilizar factores de correccidn derivados a partir del ses
go en la estimacidn de o¢?. Los tests modificados, son apro

ximables por distribuciones F, segfin las expresiones

T -K
(=) W - F(r, T-K)

T-K+r
(=7 )M - Fr, T-K+1)

T-K+xr/2 -
(T_) LR - F(r, T-K+r/2) (6.23)

El dltimo factor de correccidn se basa en (5.21)

Si 'r' es impar el redondeo hasta un valor entero es arbi-
trario. Volviendo a (6.17), es obvio ahora que la desigual
dad de (6.19) ya no se cumple. Como las distribuciones fi-
nitas tienen colas mé&s anchas que sus aproximaciones asin-
tbéticas frecuentemente, en base al resultado (6.19) habria
que recomendar el uso del test de Lagrange. Sin embargo,
una vez gue se corrige por grados de libertad, este crite-
rio desaparece y la Gnica via posible de avance son las
aproximaciones de Edgeworth. Ademds, aungue en estos casos
simples una correccidn por grados de libertad elimina gran
parte del problema, no parece gue este tipo de resultados
pueda extenderse con facilidad a casos mds generales con

restricciones no lineales y modelos simulténeos.



VII. Un experimento de Montecarlo

Para obtener una comprobacidn empirica de los
resultados anteriores se ha disenado un pequefio experimen
to de Montecarlo. Los datos han sido generados por el mo-
delo,

Y=o Y, o+ Bot+ BiX, + € Et_N(O’O;)
E(£r€S)= o, (r#s)
X, = Axt_l + v vy - (0,02 )
E(v, Vv )= 0, (r#s)(7.1)

Las X's han sido generados una sola vez y se han
mantenido constantes en las repeticiones del experimen
to, con los valores A= 0.7, 0; = 1.0. Se ha estimado en

cada caso la media de los dos estimadores siguientes,

, _Ev e
8° =( )
T
> _ BV E
g = (T—K ) (7.2)
A "l r
donde € = (I - z(z'z) 2 )3)Y , z, = (Yt—l’ 1.0 , Xt)

Los valores considerados, han sido todas las com

binaciones de,

o = (0.3, 0.8)
B = (0.1, 1.0)
2
o. = (1.0, 3.0)
T = (10 , 20, 40) (7.3)

donde 8 =B¢,B1. El ntimero de repeticiones en cada experi-



mento ha sido de 1000. Para mejorar la estimacidn de la me
dia se ha utilizado la técnica de la variable de control
que consiste en los siguiente (ver por ejemplo 14]). Supon
gamos que 'Y' es una variable aleatoria tal que (Y-m){T =
Op(l) vy que su distribucidn asintdtica es conocida. Sea

'X' otra variable aleatoria cuya distribucidn es conocida

y que cumple (Y-X) = O(1/T) es decir que asintdticamente
(Y—my)VT y (X—mx)VT tienen la misma distribucidn. La va-
riable de control 'Y®! se define ahora como,
c
Y- =Y - (X - EX) (7.4)

suponiendo que (EX), existe. Asi, si (EY) existe

EY® = Ey (7.5)

Consideremos ahora,
) = v(¥) + v{(X) - 2 cov (Y , X) (7.6)

suponiendo que todos los momentos relevantes de segundo or
den existen. Como (Y-X) = 0O(1/T) frecuentemente se cumpli-
ra que
v(¥%) < v(Y) | (7.7)
Consideremos ahora un experimento de Montecarlo,
en el que se replica de modo independiente la variable
aleatoria 'Y' , N veces. El estimador de lafmedia y su va
rianza estdn dados por
A N
(E Y) = (iél Yi)/N

~

v(E Y) =

Definamos un estimador alternativo 'Y' por

~ N
(EY) = (I, Y;)/N



v(Y©) (7.9)

De (6.5) y (6.7), es claro que

~ ~

v(E Y) < Vv(E Y) (7.10)

Es posible mejorar considerablemente este andli
sis aunque aqui no se ha llevado a cabo para simplificar
la programacidn [7 ]. Por otra parte, la utilidad de esta
técnica én econometria es limitada pues es frecuente que
ni siquiera los primeros momentos existan. En todo caso,
este problema es mds importante en el contexto de modelos
multiecuacionales, que en el caso de modelos uniecuaciona-

les dindmicos.

Los resultados del experimento estdn recogidos
en las tablas I a III. Como resumen, Observamos lo siguien

te:

a) el sesgo sube si 'B' disminuye

b) si 'a' aumenta, el sesgo aumenta para 'B' bajio y a
la inversa para 'B' alto (este efecto no es claro para

T alto).
c) si og aumenta, el sesgo crece solo ligeramente

d) si T aumenta, todos los sesgos decrecen. La tasa
de caida en el estimador no corregido (&) es cla
ramente de orden (T_l). En el estimador corregido
no se aprecia con claridad el hecho de que el ses-
go es de orden T_2, pero esto puede ser debido a
gque los sesgos son de por si, ya muy pequehos para

cualquier valor de T.

e) el sesgo del estimador corregido, es pequefio en ge
neral y para un valor razonable de T es casi des

preciable.
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El peligro de obtener estimadores muy sesgados
parece ser por tanto mayor, en modelos donde el componente
din&mico es alto y con raices lejanas a cero. En la préacti
ca, es frecuente encontrar modelos donde el cociente (K/T)
corresponde al caso analizado agqui para T = 20. Una simple
inspeccibn visual de las tablas, muestra que la coreccidn
por grados de libertad es importante, pero gue aun asi,
los sesgos son todavia apreciables.

'6%', estriba

La importancia de la estimacidn de
en que este estimador se utiliza enlos contrastes de hipd
tesis. El estimador o2, aparece en el denominador de los
tests, y es probable que el sesgo negativo sea la causa
de gue en general las distribuciones finitas tengan colas
més anchas que sus contrapartidas asintdticas. La importan
cia de este hecho para el contraste de hipbtesis es cru-
cial. Fundamentalmente lo que dice es que la probabilidad
de error tipo I es mayor de lo que creemos, y dJue para oOb-
tener un nivel de significacidén determinando los interva-
los deben ser considerablemente més amplios que los sugeri
dos por una aproximacidn asintdtica.

Finalmente, como la correccidn por grados de li-
bertad no elimina todo el sesgo, parece conveniente utili-
zar tests del tipo 't' de student y 'F' de Snedecor como
aproximacidn a las distribuciones finitas. Ello es debido
a que las colas de una distribucién (nF(n,m)) son mds an-
chas que la de una ¥%(n). La eviden:ia suministrada en

5] v [7] va en esta misma direccién.
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Tabla I
o B MV MVL
0.3 0.1 0.64 0.91
56% 10%
1.0 0.69 2.99
45% 1%
_—..—._.1 ——————————————————————
0.8 0.1 0.54 2.77
85% 308
o = = = —— g e— — = = e — - — — = = = -
1.0 0.72 1.02
39% 2%
0.3 0.1 1.91 2.73
57% 10%
1.0 1.99 2.84
50% 5.5%
}_______...______.___.__._________.-_____
0.8 0.1 1.62 2.34
50% 50%
U S U U
1.0 1.95 2.79
54% 75%
MV = (€' E/T)
MVC= (&' € /T-K)
T = 10
K =3
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Tabla II
o a B MV MVL
1.0 0.3 0.1 0.78 0.92
28% 8.5%
1.0 0.85 0.996
18% 0.5%
0.8 0.1 1 0.76 0.9
32% 11%
L U
1.0 0.88 1.03
14% 3%
3.0 0.3 0.1 2.34 2.76
28% 8.5%
{ _____________ —_ —_— —_—  —_ —_— —_ —_ =
1.0 2.44 2.87
23% 4.5%
0.8 0.1 2.27 2.68
32% 12%
N (N
1.0 2.54 2.98
18% 0.5%
MV = (B'2/T)
MVL = (2'2/T-K)
T = 20
K = 3
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Tabla III
g a B MV MVL
1.0 0.3 0.1 0.86 0.93
16% 7.5%
1.0 0.41 0.99
10% 1g
0.8 0.1 0.88 0.96
14% 43
_____________ | ]
1.0 0.95 1.03
5% 3%
3.0 0.3 0.1 2.58 2.79
16% 7.5%
1.0 2.67 2.89
12% 3.8%
0.8 0.1 2.64 2.85
12% 5%
1.0 2.8 3.04
7% 12
MV = (£'&/T)
MVL = (8'8/T-K)
T = 40
K = 3
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VIII. Conclusidn

La correccidn por grados de libertad del estima-
dor de 0“ elimina una parte importante del sesgo, tanto en
el caso de gque se estime bajo la hipdtesis nula o bajo la
alternativa. Esta correccidn es especialmente importante
en el contraste de hipbtesis. La desigualdad bien conoci-
da entre los tests de Wald, Lagrange y mdxima verosimili-

tud [l] va no se cumple despuds de la correccidén.

Desgraciadamente, la generalizacidn de este tipo
de resultados a modelos mé&s complicados no parece obvia en
absoluto. Asi, la Gnica via posible para la obtencidén de
aproximaciones mds ajustadas a las distribuciones finitas
de validez general, al menos por el momento, parece resi-
dir en el uso de expansiones de Edgeworth. Existe ya una ex
tensa literatura sobre el tema, y este parece ser uno de
los campos mas importantes de investigacidén tedrica en el

futuro. Algunos resfimenes recientes pueden verse en 17],

o] . v [11].
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A.I. La funcidn caracteristica de los segundos momentos

muestrales.

Es Gtil trabajar a través de un modelo sencillo

para entender el problema. Consideremos entonces el modelo,

t t-1 t t €y - N(0,0)
t =1,... T
fap< 1 (I.1)

y donde las x's son exbgenas. El vector de los momentos s
tocédsticos) primerosy segundoskde los datos es,
T

2
q, = (I Y: ) /T
1 t=1 E
T
q, = (2 Y Y, )/T
2 p=1 E t-1
T 2
q, = (2 Y. )/T
3 p=1 E°1
T
g, = (I X, Y )/T
4 p=1 t Ot
T
d. = (I X, Y, .)/T (1.2)
5 by t -1

Es f&dcil ver ahora gue el estimador objeto de
este documento, es decir 872, puede escribirse como funcidn

del vector 'qg', es decir,
q

1

8%= (Y'Y - Y'z(z'z') ©~ z'Y)/T

.
43 95 71 |9

Il
Q
[N

(g, ay)
2 4 2
d5 8 XX q4 (I.3)
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donde zt = (Yt—l’ 10, Xt). (Todo el andlisis es condicio-
nal en los X's 1lo que no quita generalidad al planteamien

to).

Al objeto de obtener la funcidn caracteristica
es conveniente escribir los momentos por medio de las ma-

trices que se definen a continuacidn:

0 0' 1
H = P
1
\O IT T
QL
_ 1|+ +! + _ 1
1) ‘i[dz’LHz] o Hy T3 S
\\O
I 0 >
| 7T
H, —[ 1
o o)
1
i = -
Gy = T (o, Xir ooy XT)
G'. == (x X, 0) (I.4)
(r 5 T lr . TI M
Entonces, definiendo Y' = (YO, Yl’ ...,YT), los
momentos pueden escribirse como sigue,
—_ T
q, = Y' HjY
q, = Y'H)Y
- 1
d5 YH3Y
—_ ¥
q, = G',Y
—_ v
qg = G'gY (I.5)

Como 'e' estd distribuido normalmente, también

lo estarda 'Y', asi que podemos escribir Y-N(m, Q).



37 _

Consideremos ahora la funcidn caracteristica de una varia-

ble z = g(x). Esta funcidn puede obtenerse como

g eluZ =Seiu (%) £(x) ax (1.6)

La prueba no es en absoluto obvia y estd dada en
[6] . Entonces, la funcidn caracteristica del vector 'q'
puede escribirse(véase[lSD, como
. 3 2
Y'(D 8 H) Y+ (3 d)iG'S)Y}:
S

E exp
s=1 5 =1

el e {—%—[m'@lm—(m' ) @“1-2@)'1@1m+wﬂ} (1.7)

|t -2 of
donde 3
O =1 I es HS
s=1
2
v o= ) ¢ G
g=1 S S

Esta Gltima expresidn no es dificil de obtener
La técnica consiste en organizar el exponente de modo gue
aparezcan dos términos en 'Y', uno lineal y otro cuadrati
co. Entonces este exponente serd del tipo Gaussiano, y su
integral es uno multiplicado por una constante. Esta cons-
tante se obtiene fdcilmente analizando la matriz de la

forma cuadratica.

Para obtener una expresidn totalmente operativa

de (I.7) requerimos E(Y), y v(Y). Para ello, consideremos

Y, =m_ + u , mg = EYt (1.8)
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Es evidente que

asi que O = v(u). Las medias se pueden obtener con facili-

dad recursivamente, una ¥z que tengamos 'm,' . Cdmo obtener es

0
te valor inicial es otro problema, para el que caben dis-
tintas soluciones. Una discusidn sobre este punto puede

verse en {7].
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A.ITI. Detalle del teorema de III

Necesitamos en primer lugar el siguiente lemma
gue estd probado en [lﬂ . Utilizando las definiciones da-
das anteriormente de 's_.' v 'p', v si (pf&) tiene momentos

T
finitos de todo orden cuando T-#,

1. P["'p' ¢ NSTJ - o(17Y/?) . (II.1)

donde "3, es el complementario de s

T T

2. Definiendo 2 (p'p)r como la contribucién al momento

'r' de (p'p) gn el conjunto NsT

E (p'p) ¥ = o(17T/2) (I1.2)
NST

El simbolo 'r' se usa aqui para un entero arbi-
trario y el simbolo de orden O(.), se usa en el sentido am
. . . -r
plio, es decir, que si A= O(T l) podemos escribir

A = 0(T 72) con tal de que r; > r,> O.

El lemma es del tipo de Tchebycheff Yy

se demuestra con facilidas siguiendo el mismo tipo de ar- .

gumento. Es decir, se considera E(p'pT)r, dividiendo el es
1

pacio de integracidn en 'sT % ‘~sT', y el momento indica-

do proporciona la cota finita requerida.

Para escribir la expansidn de Taylor de una fun-
cidn de varias variables es Gtil utilizar el teorema multi

nomial. Este teorema puede expresarse por la siguiente

igualdad
n.
K n K a. *
(¢ ay =nt o 1T (——) (II.3)
j=1 p i=1" n_i

donde p es el conjunto de todas las particiones enteras

de n(8].
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Definiendo 3i¢ = 8¢h=n y similarmente para deri

vadas de orden mids alto, podemos definir

¢(a) = ¢_(q) +RI(q) (II.4)
donde (r-1) . ]
brl@) = sil st (pial) ¢
- L yro*
Rq) = — (p;3;)" ¢ (II.5)
siendo g*un punto medio entre 'q' y 'u'. Se ha utilizado

asimismo la notacidn tensorial para los subindices, en
el sentido de que cuando quiera que un subindice aparece
repetido dos veces, se sobreentiende que es un sumatorio

para todos los valores del subindice.

Consideremos ahora en primer lugar,

[&2]

2lo@|* -z, ey * - s

) K
- 7o @1 f@
= . (e Ry @)K £y BTRI/K
“EcT
lre o] I (/% [ ‘. f(q)_} (K-k) /K
Is Loy
s Bl KU, (g KUK (11.6)
T

donde se ha utilizado la desigualdad de HOlder en el penflil

timo paso. En ~Sp podemos definir ahora una cota inferior

para (p'p) en la forma (p'p)>cT€_)lc+ , de modo que



4]

s

S f(q) < ji
T C T

s (g-u) ' (g-u) £(g)

- o(r"%/2 (1I1.7)

aplicando la segunda parte del lemma. Entonces, de (II.6)
y (II.7)

r/2

E'¢<q)|k - E ‘¢(q)lk = o(Tr %) (II.8)

T

Aplicando el teorema del valor medio a la expre-

. - K
sibn \a] , obtenemos,

+' (K—l)\

‘a\K - lbinfK |a a-»b (I1.9)

33 + =
donde |a'| = max (|a} , ib{). Como ¢(q) y ¢_(g) estén aco-

tados en 'sT' podemos escribir,

o, ()] %8s

k
EST\¢(a)I - F T T

S

donde B es alguna constante.

Como R(g) es un sumatorio de derivadas acotadas

en sq. multiplicadas por momentos de orden 'r' en 'p',

_ m—(x/2) r/2
IST lR (@) =T

(@)
-r/2

= O(T ) (IT.11)

puesto que E[T(p‘pﬂr/z existe. Entonces de (II.10) y
(IT1.11), tenemos

-r/2

EST|¢(q)1 k- EST|¢r(q>lk = o(T ) (II.12)



_ 40

Finalmente, expandiendo‘¢r(q)lk y aplicando la

segunda parte del Lemma, es fédcil ver que

k r/2

E 1¢(q)]k - E, [0 (@] " = o7 (I1.13)
T T
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