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1. INTRODUCCION

La mayoria del trabajo econométrico estd asentado sobre el supuesto
de estacionariedad. Hasta  hace poco tiempo, este supuaesto apenas se

i econdmico  procedia  como  si todas  las  series

cuestionaba y el andli
temporales econdmicas fuesen estacionarias, al menos alrededor de tendencias
deterministicas. Las ‘series estacionarias deben tener, al menos, medias vy
varianzas incondicionales constantes, un supuesto que raramente se verifica en
economia, La importancia de dicho supuesto ha sido reconocida durante mucho
tiempo, sobre ltodo desde que los importantes articulos de Granger y Newbold
(1974) y Nelson y Plosser (1982) pusieron en alerta a la profesién sobre las
consecuencias de la no estacionariedad. las variables integradas constituyen
una clase especifica de variables no estacionarias con importantes propiedades
tanto desde el punto de vista estadistico como econdmico. Estas propiedades se
derivan de la presencia de tendencias estocdasticas (raices unitarias), en vez
de  Unicamente deterministicas, teniendo las innovaciones de un piroceso
integrado cardcter permanente en vez de transitorio. Por ejemplo, en términos
s del bienestar, ello implica qgue los costes de errores de

de andlisi

expectativas producidos, por ejemplo, por variaciones en la politica econdmica
tienen un  caracter mucho mas relevante que en el caso en que las

perturbaciones fuesen puramente transitorias,

En particular, la presencia de ralces unitarias en muchas series
econdmicas  resulta ser una implicacidn tedrica del uso racional de la
informacidén disponible por parte de los agentes econdmicos. Ejemplos tipicos
entre variables financieras son Jlos contratos a futuros, los precios de las
acciones, los tipos de interés nominales vy reales y el tipo de cambio,
mientras que entre las variables reales encontramos el paro (histéresis), la
inversion y el consumo. Quizds sea este Ultimo el ejemplo mas conocido,
derivado de afadir expectativas racionales a la teoria de la renta permanente.
A la vista de esta epidemia de raices unitarias en economia, ha aparecido una
literatura voluminosa en estos (ltimos anos sobre la contrastacidn, estimacién

y especificacién de modelos que contienen variables integradas, por lo que el



proposito de esta panordmica es proporcionar una guia a través de esta
literatura crecientemente compleja. Con el Ffin de limitar en lo posible el
contenido de este articulo, nos circunscribiremos &l  andlisis de la

cointegracion, es decir, al analisis de modelos multivariantes con series

integradas.

Resulta comprensible que en estos Gltimos afios se haya producido un
importante progreso asociado con el tema de la cointegraciénl. lLa razdn
principal de este interés creciente reside en el hecho de gue esta rama de
investigacion abre la posibilidad de estimar y contrastar la existencia do
relaciones de equilibrio a largo plazo entre diversas variables, tal como
sugiere la teoria econdmica. Tal como comentabamos previamente, la evidencia

s son  integradas,

empirica sugiere qgue la mayoria de las series econdmic
requiriendo un cierto grade de diferenciacidon a fin de convertirlas en
estacionarias., Sin embargo, la teoria econdmica raramente sugiere relaciones
de equilibrio gue no sean funciones estacionarias de las variables originales,
esto es, sin transformar. FEllo implica que, de acuerdo con la teoria
econdmica, existen mecanismos econdmicos que hacen que, a lo largo del tiempo,
las variables se comporten estocdsticamente del mismo modo. Fn otras palabras,
mientras que las variables gue conforman el modelo pueden ser todas ellas
integradés, las desviaciones respecto a determinadas relaciones de equilibrio,

sugeridas por la teoria resultan ser estacionarias

Se reconoce desde hace mucho tiempo que las técnicas usuales de
andalisis de regresidn, en presencia de variables integrada, puede llevarnos a
conclusiones errdneas, incluso cuando el andlisis formal de este hecho sea
reciente (vedase  Phillips (1986))2. El problema de las regresiones
"esplreas", tal como fue puesto de manifiesto por Granger y Newbold (1974),
produjo un grado creciente de desconfianza en el andlisis econométrico. Ello
condujo a muchos economistas a adoplar el enfoque de Box y Jenkins (1976) a
través del cual todas las series se convertian en series estacionarias,
previamente al analisis de regresidn, con lo que, en la mayoria de los casos,
s6lo se consideraban variables diferenciadas (por ejemplo, en el enfoque de

"funciones de transferencia”). Ello implicaba que, en general, este Lipo de



metodologia ignoraba las propiedades a largo plazo del modelo ignorando, por
tanto, las relaciones de equilibrio sugeridas por la teoria econdmica. Todo

ello dificultaba la interpretacidn de los modelos.

Una importante linea de investigacidn que intentaba ofrecer una

respuesta a dichos problemas, se basd en el uso de modelos de

correccidn del error (ECM) en la modelizacidn econométrica. La idea de modelar

ecuaciones de comportamiento econdmico en forma de "servo-mecanismos'" que
traten de corregir de forma sistemdtica errores cometidos en el pasado, se

remonta al trabajo de Sargan (1964), basado en ideas de Phillips (19%4), vy

tieng la ventaja de retener informacidn sobre el nivel de las variables vy,

ibrio

entre dichas variables,

consecuentemente, sobre las relaciones de equil
Mumerosos ejemplos de aplicaciones satisfactorias de este Uipo de metodologia
han aparecido posteriormente en la literatura (véase, por ejemplo, inler alia.
Davidson et al. (1978), Hendry y Mizon (1978), Davidson y Hendry (1981) Currie
(1981) y Salmon (1982)), mientras que el andalisis estadistico subyacente ha
sido desarrollado por Hendry y Richard (1983, 1984). Adn asi, existia una
laguna en la comprension de cdmo  los modelos de regresidén con variables

integradas podian conducir a términos de error estacionarios e incluso ir mas

alld y suponer perturbaciones i.i.d. Esta laguna ha sido cubierta mediante un
importante articulo de Granger (1981), donde se establece, aungue de manera
informal, la equivalencia entre los conceptos de cointegracidn y modelos ECM.
Posteriormente, Granger v Weiss (1983) y Engle y Granger (1987) han
desarrollado formalmente las ideas anlteriores a través de un conjunto de
tearemas de representacidn que establecen las conexiones existentes entre
dichos conceptos. En resumen, se demuestra que un modelo FCM produce un
conjunto de variables cointegradas y que la existencia de dicho conjunto
implica una representacion de las variables en forma de un modelo ECM., Fn gran
medida, el concepto de cointegracidn provee un soporte estadistico formal al
uso de modelos ECM y proporciona adicionalmente un procedimiento genédrico para
contrastar la wvalidez de las predicciones, en términos de relaciones de

equilibrio, derivadas de diversas teorias econdmicas.

Fl articulo estd organizado del siguiente modo. La Seccidn 2

ilustra brevemente el marco estadistico necesario para analizar series



integradas, concentrdandose, en aras de simplicidad, en el caso mds simple de
integracidn, i.e. el paseo aleatorio. La Seccidn 3 analiza las restricciones
que la existencia de cointegracidn impone sobre las diversas representaciones
de un sistema multivariante, asi como los métodos de descomposicion de dicho
sistema en sus varios componentes integrados. Se presta especial atencidn a
sistemas integrados de primer orden, aungue olros casos mas generales también
son brevemente analizados. La Seccidn 4 trata de estimacidn, contrastacidn vy
prediccidn en sistemas cointegrados. Finalmente, la seccidn 5 extiende parte
del analisis previo a un  marco de maxima verosimilitud, un  enfogue
desarrollado muy recientemente y que parece ser una de las lineas de

investigacidn mas fructiferas para el futuro.

2. PROPIEDADES ESTADISTICAS DE VARIABLES INTEGRADAS

Una serie temporal debilmente estacionaria deberia tener media y
varianza incondicionales invariantes con el tiempo. Sin embarog, la mayoria de
las series econdmicas no satisfacen esta propiedad, al tener primer y segundos
momentos ¢ue aumentar con el tamafo muestral (véase Escribano (1987) para la

definicién precisa de integraciéon en el momento i-smo  de un  proceso

grado de diferenciacidon para lograr estacionariedad. Una variable que requiere

d diferencias para inducir estacionariedad se denomina integrada de orden d vy
se denota como I(d) (véase Granger (1982)). Un ejemplo de serie I(1) es el

paseo aleatorio con deriva, cuyo proceso generador de los datos (PGD) es

A\ Yo o= oa oy, hre S 0, Yo 0, ey ~niid(0, Ue) (1)
0
t
Ve = ut + bt poS = ? €, (2)

Nos concentraremos en esta seccidén en las propiedades estadisticas
que se derivan de la presencia de una Unica raiz unitaria como en (1), vy para

simplificar suponderemos que u=0. En general, las series integradas, como



yt, resultan  ser  funciones lineales de una tendencia (si uf0). Las
desviaciones de dicha tendencia, St' son no-estacionarias al resultar de la
acumulacion de perturbaciones aleatorias pasadas, dando lugar al concepto de

series integradas,

Con el fin de generalizar la especificacidn del PGD, abandonamos el
supuesto simplificador de perturbaciones iid y pasamos a imponer ciertas
condiciones mas generales sobre la secuencia {et}. Estas condiciones son
necesarias si se quiere obtener distribuciones no degeneradas para el conjunto
de estadisticos descritas posteriormente. Fl conjunto mas débil de condiciones
que puede imponerse se encuentra definido detalladamente en Phillips (1987) y

puede resumirse del siguiente modo

& (e ) = O i
(a) i(et) 0 v

(b) sup E[etlzﬁ < o para algin B>2
2 . h 2 . 2
(¢) o = Lim E(T S,.) existe y o >0

(d) € tiene una mixtura fuerte con coeficientes de mixtura

« , tales que I 2B
m m

La condicidn (b) restringe el grado de heterogeneidad del proceso,
miontras que (¢) controla la normalizacidén en un grado que permite la
existencia de distribuciones asintdticas no degeneradas. La varianza
asintotica 02 es igual a 2uwf(0), siendo  f(0) el espectro de €
evaluado en la frecuencia cero. lLa condicién (d) modera el grado de
dependencia temporal en relacidon con la probabilidad de observaciones atipicas

(vedse White (1984)).

La generalidad del anterior conjunto de condiciones implica que el
modelo (1) engloba una gran variedad de PGD's. Fntre estos se encuentra
virtualmente cualguier modelo ARIMA con una raiz unitaria e incluso modelos

ARMAX con una raiz unitaria y procesos exdgenos no integrados.



Con el fin de derivar las distribuciones asintdéticas que nos
interesan, es necesario, tal como ocurre en el marco estacionario, utilizar
una sucesén de variables aleatorias cuya convergencia se asegura a través de
determinadas transformaciones. Fn  términos mds precisos, oen el marco no
estacionario necesitamos construir la sucesidn de sumas parciales {St}
que ha de ser transformada de manera que sus elementos pertenezcan al espacio
D(0,1) de todas las funciones de valor real en el intervalo [0,1] que son
continuas por la derecha y tienen limites finitos por la izquierda. Esto se
logra mediante la sustitucidn de la serie original {St} por la sucesidn
concentrada

Sp(r) =1 / s[Tr], rel[0, 1] (3)

donde [2z] representa la parte entera de 2. De esta manera se concentra el

dominio de {yt} en el  dintervalo [0,1], indiciando las observaciones

mediante r. Asi, por ejemplo, si T=100, la observacién original Yo estarad
)

L/ 2
] / como  grado de

indiciada por re(0,50, 0,51). lLa eleccidn  de
normalizacidn  asegura gue la serie transformada no sea ni  explosiva ni
converja a cero, Por ejemplo si &, es iid, entonces var
(yT)mTGE, con lo  que su  desviacidén tipica serd& de orden Op(Wl/Z)

vy, por tanto, este serd el orden elegido para modificar el rango de {yt}.

Bajo el conjunto de condiciones (a)-(d), tendremos que cuando
T->w, ST(r) -> oW(r), donde Moy !t denota convergencia débil en
probabilidad. W(r) es un proceso de Wiener (o movimiento Browniano) con
varianza unitaria, que pertenece al espacio C[0,1] de funciones de variable
real en el intervalo [0,1]. Este resultado de convergencia se conoce como
Teorema de Donsker (véase Billingsley (1968)). Notese que W(r) se comporta
como un paseo aleatorio en tiempo continuo, tal que para r fijo se distribuye
como N(O, r) y tiene incrementos independientes. Ademds, una extensidn del
teorema de Slutsky para variables aleatorias estacionarias, también se
verifica en este contexto, en el sentido de que si g(.) es cualguier funcidn
continua en Ccro, 11, entonces ST(P)w>ow(r) implica  que g[ST(r)}w>

gloW(r)]. Este resultado se conoce como Teorema de la Correspondencia



Continua (véase Billingsley (1968)). La diferencia mds importante entre la
teoria asintética aplicable a procesos estacionarios y la aplicable a procesos
integrados, reside en el hecho de que mientras en la primera los momentos
muestrales convergen a constantes, en la segunda convergen a variables
aleatorias. Igualmente, como resultado de la ausencia de estacionariedad vy
argodicidad, los Teoremas Centrales del limite tradicionales se sustituyen por

. . - 4
Teoremas Funcionales del Limite (véase Billingsley (1968)) .

Como ilustraciéon de los resultados anteriores, los siguientes

momentos muestrales estadarizados convergen a funcionales de Wiener

2 2

2 .1 2
Vi -3 O fo W(r)  dr

> of 720wy ot 167

P
(iii) 1 L Vi1 &t

Notense las divergencias entre las OdOrdenes de magnitud de estos procesos

limite con los correspondientes a los proceso estacionarios convencionales,

, 2 . , .3/2

ice. Op(T7) en vez de Op(T) en (i), Op(lg/?) en vez de Op(T) en (ii) y
. L1/2 s . . . . .

Op(T) en wvez de Op(l ) en (iii). Estas diferencias iluminan las

caracteristicas no convencionales de la consistencia y distribucidén de los
coeficientes que sirven como bhase para contrastar ralces unitarias y gue seran

de gran importancia en la discusidén posterior del concepto de cointegracidn.

Si, por ejemplo, se aplican minimos cuadrados ordinarios (MCO) a

(1), resulta facil derivar en base a los proceso limite (i)-(iii), que el
. . ~ . v 0

estimador de la pendiente, @, vy su t-ratio convergen a las siguientes

distribuciones limite (cuando p=0)

. %[w(l)zm 62/62]
Ta - 5 5 (4)
fd W(r)" dr

L om(n)? - o?70%]
a == 0 > O‘EU(]) W(l"‘)7 dl"]]/?

(5)
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En (4) se observa que @ converge a su verdadero valor, a=0, a
velocidad Op(TMl) en vez del orden convencional Op(TWl/z). Igualmente, en
(5), se observa que el t-ratio correspondiente tiene una distribucion limite
no degenerada que difiere de la distribucidn normal estandarizada que se
utiliza en: teoria asintdtica convencional. Las distribuciones empiricas de (4)
y (5) han sido obtenidas por simulacién y constituyen la base de los
contrastes de raices unitarias, tanto en sus versiones paraméiricas (vdase,
inter alia, Fuller (1976) Dickey y Fuller (1979, 1981), Evans y Savin (1981),
Dickey ot al. (1986) y Dickey y Pantula (1987)), como en las no paranélricas
(véase Phillips vy Ouliaris (1988) y Perron (1988)). Tal como se hizo notar en

la Introduccidén este es un tema que no se trata on la presente panordmica.

3. COINTEGRACION Y SUS DIFERENTES REPRESENTACIONES
Fn esta seccidn se extiende ol conceplto de proceso inteyrado,
examinado en la seccidn anterior, a un contexto multivariante, analizando el

concepto de cointegracidn, os decir la posibilidad de las existencia de

relaciones lineales entre variables integradas que resultan tener un orden
menor de inteyracidén., Fl caso mds interesante es agquel on gue la rolacidn
existente es estacionaria, IT(0), va que en este caso puede aplicarse el
andlisis de regresidn convencional. Ademdas, se disculen las diferentes
representaciones de procesos cointegrados, entre los cuales la mds Gtil es
aquella on términos de modelos FECM, donde los agentes econdmicos ulilizan
"servo-mecanismos'  correctores de los  errores comelidos previamente, de

acuerdo con una relacidon de equilibrio preestablecido,

3.1. Descomposicién de una serie Temporal en Componentes Integrados

Comenzamos por extender la definicidén de proceso integrado a un
vector de series temporales. Sea {xt} un  proceso n-dimensional  tal que,
i

después de sustraer los comporentes deterministicos, tiene la siguiente

representacion ARTMA multivariante

2

(L) x_ = 6(L)e s e~ NI(0,Q) (6)
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donde @(L.) y O(L) son (nxn) matrices de polinomios en el operador de
desfases L, do orden p vy g respectivamente. 'l polinomio autorregresivo es tal

que det ®(L) tiene todas sus raices fuera del circulo unitario, excepto un

De acuerdo  con (6) definiremos & {xt} comoe  un - proceso

integrado de orden d, I(d), si tiene la siguiente representacidn de Wold
(]-l)d X, = C(I ) [ (7)
-] t .. e

donde  C(L) < %) o) /[det @(L)/(1~L)d], siendo (1) la matriz
adjunta de ®(L). C(L) es una fraccidn racional que admite un desarrollo en
serie con coaficientes decrecientes on Forma exponencial. Notese que el
algebra de los procesos integrados es tal que si d. vy d? representan los

1
rospectivos drdenes de integracidon de dos series temporales, entonces

I(dl) o+ I(dz) e I{max(dl, dz)} (8)

A partir de la representacion de Wold (7), el proceso {xt}
puede descomponerse en sus componentes integrados de orden decreciente de la

siguiente forma

(1) d-1

(1) (~1) 16_+C*(L)et(9)

d -
(@1 TO7b) ey

- C
RERREE

X = C(1)(1-1)

Esta representacion se obtiene medianle un desarrollo de Taylor de
la matriz C(L) hasta ol orden (d-1), dividiendo posteriormente por (1wL)d.
Resulta fdcilmente demostrable que la matriz residual C*¥(L) tiene un
determinante cuyas ralces so encuentran fuera del circulo unitario. De esta
manera se  logra  una  descomposicidén  de X, en términos de sus varios
componentes intugrados, que puede reescribirse como

{O) (10)

X t

t o XEd) l‘Xf’dml )'{‘ e {‘xi(" ! ) +X

donde x{VopT el (TR @0 ey
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Resulta evidente de (10), que la descomposicidn no es Unica, ya gque

siompre puaden reordenarse los  diferentes componentes, por  ejemplo
(d-k) (d-k-1) . . . .
(xt +XF /2) de forma que tenga el mismo orden de integracidn
d-K . P . .
que xé ). Fntre las infinitas posibles descomposiciones de Xi. se ha

escogido aquella en que cada uno de los componentes tiene la representacidn
ARIMA mds sencilla. Resulta claro que (10) verifica esta propiedad y, en este

sentido, se denominard descomposicidn candnica

Seguidamente analizamos la existencia de combinaciones lineales de

los elementos de xt, tales que algunos (o todos) de los componentes
integrados desaparezcan. En este sentido, se define a X, como ¢
orden k, C(d,k) si existe un vector (1xn), «, tal que a'xt sea  I(d-k).
Esto es, a partir de (10)
-k 0
a'x, = a‘x{ )+... A a‘x( ) ~ T(d-k) (11)

t t t

La descomposicidén (11), de acuerdo con (10), implica que

(1) (d-k+1)

@'C(1) = a'C (1) =, = a'C (1) = 0 (12)

es decir Ker C(l)(l)'¢{0} (i=1,..., d-k+1). Por tanto si  definimos

los espacios vectoriales

¢ e A ker €00y (13)

5 ko

podemos alternativamente definir a X, como cointegrada C(d,k) si y solo si

existe un vector a tal que a € C yaitC

d-ke+1 d-k

Ejemplo 1: Si X, @s C(L,1), ello implica gue existe, al menos, un vector «

tal gque a'C(1)=0.

La relacién existente entre los conceptos de cointegracidn y equilibrio a

largo plazo aparece ahora mas nitida. Una manera natural de definir el



— 13—

equilibrio entre un conjunto de variables es postular una relacién del tipo
a'xtmo. Por ejemplo, si se supone que una cierta proporcién Y de los
aumentos en la productividad laboral (g en logaritmos) se traslada a aumentos
en el salario real ((w-p) en logaritmos), entonces, en equilibrio (aparte de
constantes), se verifica la relacién w p=Yqg. Por tanto si w-p-Yg=0 en
cualguier periodo t, el mercado de trabajo estard en equilibrio (ndtese que si
Y=1, la relacidén previa representa la condicidn de primer orden de una
amprasa competitiva con una funcidn de produccidn Cobb-Douglas). Es claro que
los salarios reales tenderan a responder con cierto retraso a los cambios en
la productividad y la forma en que se restaura el equilibrio puede ser un
proceso complejo. Fn  este caso, la perturbacidn @ W, - p qut mide la
desviacidén de la relacidn de equilibrio, o desequilibrio, en el periodo t. Si
(W“P)TA U astén cointegradas, entonces, de acuerdo con las definiciones
anteriores, la desviacidn et ha de ser I(0). Una forma obvia de contrastar
esta teoria es determinar el orden de integracidn de e, Si no es posible
rechazar la hipdtesis nula de una raiz unitaria en e , no existirda un
t
mecanismo de ajuste de los salarios reales a su valor de eqguilibrio, en cuyo
caso la relacidén postulada constituye un concepto irrelevante. La teoria
ccondmica sugiere muchas relaciones de equilibrio similares a la anterior, por
ejemplo, consumo vy renta disponible (Campbell (1987) y Banerjee y Dolado
(1988)); tipo de cambio nominal y nivel de precios relativos (Edison y
Kloveland (1987)); renta nominal, tipo de interés y saldos nominales de dinero
(Hendry y Ericsson (1986) y Dolado (1988)), tipos de interds a corto y largo
plazo (Campbell y Shiller (1987)), etc. La contrapartida estadistica a las
anteriores relaciones de equilibrio es la existencia de cointegracidn entre

las variables previamente mencionadas.

El ejemplo anterior tiene también la virtud de ilustrar varias
caracteristicas del concepto de cointegracién. Asi, por ejemplo, si wt v
Py estdn cointegradas C(d,b), el vector de cointegracidén ha de ser (nico ya
que si  existiese cualquier otra combinacidn lineal independiente de la
anterior, siempre se podria expresar una variable en términos de la otra
afadiendo o sustrayendo wt(o pt) que es I(d). Sin embargo, cuando se trata

de mas de dos variables, por ejemplo Wee PLoY oA entonces puede existir
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mas de un  vector de cointegracién. Asi ptmwtmwﬂqt representaria una
ecuacién de precios de "mark-up", que coexiste con la relacidén de salarios.
Notese que si exisltiesen, en este caso, tres vectores independientes, entonces
las tres variables serian estacionarias y cualgquier relacidn entre ellas
también seria estacionaria, con lo que el concepto de cointegracidn estd vacio

de contenido.

La existencia de cointegracidn también posibilita la identificacidn
de modelos que en un contexto estacionario no estarian identificados. Para
ilustrar este hecho, considérese el siguiente ejemplo tomado de Fngle y
Granger (1987). Supdngase que xtu(yt, lt)l estd generado de acuerdo con

el siguiente PGD

yt'|B 7t o \I‘L ; Vt i p v . A.H;..

y ot oz, o= U= p U ke (14)

t t t

€, ~ niid(O,o?) (i=1,2) ; E(e., €, ) =0

it

Resulta claro que si yt y zt, fuesen estacionarios, entonces
a y B no estarian identificados. Sin embargo, dependiendo del valor tomado

por los pardmetros p.'s, surgen los siguientes cuatro casos
i

(i) plrl, p?<1; implica que yt y Zt son  I(1) vy el wvector de
cointegracidn es (1,a). Notese que para un tamano muestral T
suficientemente grande, la perturbacidn \1t tendra una varianza que
tiende a infinito. Por tanto, cualguier método de minimice la suma de
cuadrados de los residuos, ponderada o no ponderada, identificard la
segunda ecuacidn,

(ii) »p implica, simétricamente al caso anterior, que vy

1
z, son I(1) y el vector identificado de cointegracidn es (1,B)

t
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(iii) plmp?ﬂl} implica que Yy y oz, son I(l) pero no existe ningln

vector de cointegracidn

(iv) p1<1, p?<1; implica que yt y zt son I(0), lo que provoca

falta de identificacidn.

Finalmente, nétese que aungue la discusidén previa ha sido
desarrollada en términos de un marco de relaciones estdticas entre variables
integradas, no existe razdén alguna para ignorar la existencia de relaciones
dindmicas de cointegracidn. Por ejemplo, supdngase el siguiente PGD

Ejemplo 3

v w B 7 4 Y [\ zZ + &

t t t 1t

2 5
A\ Zy F B,y (15)
€ ~ niid(0 02)(1“1 2), E(e €., ) =0

it o S R RS § RS S

Se deriva de (15) qgue yt y z son I(2) y de la primera ecuacidn

t
se deriva el vector de cointegracidén (1,-B~Y) que produce una combinacidn
z son C(2,1
e Yo7 (2,1)
y, por tanto, necesitan asociarse con otra variable I(1), A Zt en este

lineal de Yo 2 Y A\ z, que es I(0). Notese que vy
caso, para lograr una condicion necesaria de cointegraciodn.

3.2. Teoremas de Representacion

Una vez que el concepto de cointegracidén ha sido analizado, es
importante examinar las restricciones que impone sobre las diferentes
representaciones AR o MA que se derivan de la representacidén general ARIMA
expresada en (6). [n linea con el articule de Engle y Granger (1987),
comenzaremos por analizar el caso mds sencillo de la clase de Teoremas de
Representacidn, que corresponde a que xt sea C(1,1). Por tanto cada elemento
¢ xit' es I(1) y existen combinaciones lineales de dichos
elementos que son i(O). El siguiente conjunto de resultados se conoce en la

del wvector x

=
. E e D
literatura como Teorema de Representacidn de Granger™.
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Sea {xt} un proceso estocastico mn-variante C(1,1), tal que
existen r vectores de cointegracién (r<n-1) agrupados en la matriz (nxr) I
Entonces existen las siguientes representaciones

i) Representacién MA

A partir de (7) con d:=1, x, sigue el proceso MA

t

(1-L)x = C(L)e, (16)
y de acuerdo con (11)

a'C(1)=0 -> I''C(1)=0 (17)
Por tanto, las filas de I pertenecen al espacio ker de C(1)'. Como el nlmero
de filas en C(1) es n, igual al rango mas la dimensidén del espacio ker (véase,
por ejemplo Dhryymes (1978)), se sigue que

rango C(1) = n-r (18)
por lo que C(1l) no tiene rango completo

ii) Representacidén AR

La representacidén (7) puede reescribirse en forma AR

A(L)x, = e (19)
donde

ACL) C(L) = 1-L -> A(1) C(1) = O (20)

Por tanto, las filas de A(l) pertenecen al espacio ker de C(1)' y a

partir de (17) puede escribirse del siguiente modo:



A(l) = BI" (21)
donde B es una matriz (nxr). Puesto que A(l) & ker C(1)' se sigue que
rango A(1l) = r (22)

Dado que A(1l) es singular, la representacidén VAR sera tal que los
procedimientos numéricos utilizados para calcular la representacién MA
resultardn altamente inestables, signo de multicolinealidad, lo que dificulta

el andalisis de multiplicadores en las funciones impulso—respuesta.
iii) Representacidn ECM

Utilizando un desarrollo de primer orden de Taylor de A(L)

alrededor de L=1, se obtiene
ACL) = A(1) + AX(L) (1-L) (23)

donde el determinante de AX(L) tiene sus raices fuera del circulo unitario.
Sumando y restando A(Ll) L a (19) y utilizando (21), se obtiene

A(L)x, = [BL'L+AXX(L) (1-L)]x, = (24)

®t
donde  AXX(L) = A(L)+AX¥(L). Por tanto AX¥%(0) = A(L)+A¥(0) vy, dado (23),
AXX(0) = I. Consecuentemente, (24) puede reescribirse en términos de un modelo

multivariante ECM

axx(.) N = BT L
(L) Xy BT Xeo1 + €, (25)

Notese que en la representacidn (25) la existencia de cointegracién
se deriva de la presencia de los niveles de las variables, de forma que la
estimacién de modelos VAR en diferencias dara lugar a errores de
especificacidén si las variables estdn cointegradas. Igualmente la estimacién

de modelos VAR en niveles que ignoren las restricciones (21) presentan graves
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problemas al obtener la representacidén MA, tal como se comentd previamente.
Sin embargo, Sims et al (1986) han demostrado recientemente que en un modelo
VAR donde existen relaciones de cointegracidn entre las variables, siempre que
cualquier variable pueda ser escrita como variable estacionaria con media

t-1 el
modelo bivariante, sus coeficientes se distribuirdan normalmente de acuerdo con

cero, por ejemplo Ayt, Axt vy (v QX ) vy sus desfases, en un

la teoria asintdtica convencional. Como veraemos posteriormente, esto no es
completamente cierto cuando se trate de los coeficientes del propio vector de

cointegracidn.

La representacidn (25) también ilustra la conexidn existente entre
los conceptos de cointegracidon y "causalidad de Granger". Por ejemplo, si se
trata de un sistema bivariante deberd haber causalidad en la direcidén z -> vy
si el segundo elemento de la matriz B, qgue es (2x1), es nulo, o en la
direccién y ~> z si es el primer elemento el gue es nulo. Si ambos elementos
de B difieren de cero, entonces existe causalidad en ambas direcciones vy
ninguna de las variables puede considerarse como débilmente exdgenea con
respecto a los pardmetros de la otra ecuacidn (véase Fngle et al. (1983)). En
este Ultimo caso existen restricciones no lineales a través de las ecuaciones,
y para su estimacidn eficiente se necesita un procedimiento de informacidn
completa

iv) Representacidon TC (Tendencias Comunes)

La idea subyacente a esta representacion, tal como ha sido sugerida

por Acoki (1987) y Stock y Watson (1989), es que si un grupo de variables estén
cointegradas, deberd existir un conjunto de tendencias estocdstics comunes que
guien las representacidénes ARIMA de las variables individualmente. FEstas
tendencias comunes desapareceran mediante el uso  de  determinanadas
combinaciones lineales entre las variables. Con el fin de ilustrar este método
de descomposicidn, utilicemos una versidn de primer orden de (10) cuando d=1,

obteniendo

t o tei

= C(1) x£1)+ cxLye, = canlvr e ¢
10

-C(1) Je; (26)

X¢
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o bien

o0 w
= oD~ B 8 Cle, (27)
1 il )

t
. N . 1 .
l.as tendencias estocdsticas vienen dadas por xi )x % ei , mientras
1

que el segundo término en (27) es estacionario, para t suficientemente grande,
dado que las matrices Cj decaen exponencialmente para j suficientemente
grande. A partir de (18) sabemos ¢gue el rango C(1l) es n-r y por tanto existen
(n-r) tendencias comunes en en el sistema, de ahi la denominacidén TC para esta

representacidn,

Con el fin de ilustrar las diferentes representaciones examinadas

en esta seccidn, considérese el siguiente ejemplo

' tiene la siguiente representacidn

s Amo's > =(y, .,z
upongamos qu§ xt (yt /t)

MA

Yy 1061 0.8 )
(]"l) (Zt) i (] ----- O, 2[) 0, 2L 1-0, 61. & t

Asi pues

0,5 1 ‘ s
C(1) ““(0,25 O,i) => rango C(1) =1

Por tanto, y 7 son C(1,1). El vector de cointegracidn,

Yt t
normalizando el coeficiente de Yy @s a'=(1,~2)

Invirtiendo la matriz MA, se obtiene la repesentacidn AR
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10,61 ~0,8L\ /vy
e B
~0,2L 1-0,61./\ 2

donde

0,4 -0,8
A(CL) = -y rango A(l) = 1
0,2 0,4

Nétese a partir de (21) cue

0,4
ﬁ(l) = Ba' o (1,-2)
-0,2

Por tanto la representacidon ECM viene dada por

yt> (0‘4 ) Vit
(1WL)<. s N > + e
Zt -Q, 2 (thl t

En este caso existe causalidad en ambas direcciones. Finalmente la

representacidn TC viene dada por

- (1) \
Yy 0,5 1 UM i ®
2. ] \0,25 0,5 zél) R Lok Coley

t

/-0, 1
con Cj = (0,2)]
0,25 0,5

Nétese que en la representacién TC, el producto interno m'xt elimina las

(1)

tendencias comunes UN

e
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3.3. Extensiones de los Teoremas de Representacidn

En esta seccidn se extienden los teoremas de la seccidn anterior,

con especial atencidén a la representacidn ECM, a casos en que el vector xt

tiene mas de una raiz unitaria o posee ralces unitarias en las frecuencias
estacionales. Con el fin de ilustrar la forma de proceder en casos mas
generales, consideremos la representacidn ECM en los casos de una doble raiz

2 . . . . 2
unitaria (1-L) vy de una railz unitaria en la frecuencia semestral, (1-L7).

Supongamoes gue {xt} tiene la representacidén de Wold
(-1)% x = o) (28)
D)7 x = Cll)ey .
donde C(L) puede desarrollarse del siguiente modo
i 2
C(L) = Y| + Y, (1~L) + C¥(1-L) (29)

1 . .
con leC(l), Y? mo e C# )(1) y  C¥(L) es invertible. Supongamos que

existe un vector de cointegracidn a tal que
a‘Y. =a'¥Y, =0 (30)
A partir de la representacidn VAR, se obliene
A(L) C(L) = (1~~L.)2 ~> A(1) C(1) = 0 (31)
por lo que A(l) puede escribirse como
A(L) = Ba' (32)

Derivando (31) con respecto a L. y evaluando en L=1, se obtiene
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A'(C(L) + A(L) C'(1) =0

Utilizando (30) vy (32) se sigue que A'(1)C(L) =

A' (1) puede escribirse en la forma

A'(1) =D a'

(33)

0, de forma que

(34)

Utilizando un argumento similar al usado en la obtencidn de (25),

una expansién de A(L) similar a (29) conduce a la siguiente representacidén ECM

con ﬁ**(o) wz

Ejemplo 6

de cointegracidn « tal gue a'lYlua'l C(~1)=0.

2
¥ e Ba — (B~ ' )
AXX(L)NT x Ba.' x -1 (B-D)a'Dh x,_ . + €

t 1 t

Supongamos gue {xt} tiene la representacion de Wold

2 .
(1-L7) x, = C(L) e
La matriz C(L) puede escribirse como
. . 2
C(L) = Yl(le) + Y?(1+L) 4+ C¥(L)(1-L7)

C(~1)/2, YZ = G(1)/2 y C¥(L) es invertible

A partir de la representacidn VAR

ACL) C(L) = (1-L)(1+L) => A(1) C(1) = A(~1) C(-1) =

(35)

(36)

(37)

0 (38)

Asi pues, habrd cointegracién en la raiz (1+L) si existe un vector

1

De forma

similar habra cointegracidén en la raiz (1-L) si existe un vector @, tal

que Q'?Y?xaly C(1)=0. Por tanto podemos expresar

A(L1)/2:=Ba 9 y
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A(ml)/Z:Dm‘l. Utilizando el desarrollo (37) para A(L) se obtiene la

representacidn ECM

% (L)) = Ba' ~Da 39
A (L)[\Zxt Ba ) Axtm_1 Da l(xtn1+xtw2)'£t (39)

con A*X(O) E

Notese que si no existe cointegracién en (1+L), alzo y el
segundo  término en el lado derecho de (39) desaparece. Igualmente si no hay

cointegracién en (1-L), a?:O y el primer término no aparece en (39).

Argumentos similares pueden utilizarse para obtener las
representaciones  ECM  para otras frecuencias estacionales (en el caso de
periodicidad trimestral, véase Engle et al. (1988) vy Banerjee et al. (1989)) e
incluso cuando existen raices en [recuencias regulares y estacionales (véase

Oshorn et al. (1989)).
4. ESTIMACION, CONTRASTACION Y PREDICCION EN SISTEMAS COINTEGRADOS

En esta seccidn se discuten aspectos relatives a la estimacidn,
contrastacién y prediccién en sistemas cointegrados. Con el fin de simplificar
el andlisis limitaremos la discusidén a sistemas C(1,1), ofreciendo

generalizaciones cuando sea necesario

4.1 Estimacién de Vectores de Cointegracidn

Considérese el problema de estimar el vector de cointegracidn

en el siguiente modelo estatico

a'x = e (40)

Si todos los elementos de X, son I(1), en general cualquier
combinacidén de dichas variables serda I(1l), excepto en el caso de la
combinacidon  lineal dada por el veclor . Por tanto, casi todas las

combinaciones
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lineales dardan lugar a procesos et con varianza asintdoticamente infinita.
Dado que un procedimiento sencillo de estimacidn, como MCO, minimiza la
varianza de et, el vector estimado «, después de normalizar a la unidad el
coeficiente de una de las variables, representard una excelente aproximacidn

al verdadero vector de cointegracidén a, si es que éste existe.

La sencillez del resultado anterior explica, en gran proporcidn,
por qué el interés en el concepto de cointegracidn ha explotado como si se
tratase de una serie integrada. Ello implica gque para parametrizar una
relacién de equilibrio a largo plazo entre un conjunto de variables, todo lo
que se necesita es estimar, mediante MCO, una regresidon estdtica entre dichas
variables. FEsta regresidn puede incluso estimarse en la primera etapa del
proceso de especificacidén dindmica, tal como sugieren Engle y Granger (1987)
en el procedimiento en "dos etapas" que discutird posteriormente. En cualquier
caso, dicha regresidén puede utilizarse como un contraste inicial que indique
la medida en que las predicciones de equilibrio sugeridas por la teoria
econdémica estdn en consonancia con los datos disponibles. De esta manera se
tendra evidencia de si es fructifero emplear recursos posteriores en la
modelizacidn de la dindmica a corto plazo, alrededor de la relacidén de

equilibrio, tal como ilustra la representacidén ECM.
De acuerdo con la discusidén anterior, el estimador minimocuadrdtico

de cualquier vector de cointegracidén convergerda rdpidamente a su verdadero

valor. Para analizar esta propiedad considérese el siguiente PGD

Ejemplo 7

= (r. Z +, ) ; - 1 e l. l. < ]‘
v e et ( P )gt |pl

- 2 .. 2 .
e, ~ niid(0,0,), £, ~ nlld(olcg), E(ﬁtgs) = 0

El modelo que se estima es
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= + + U
Yp =R T E X T U

lo que da lugar al siguiente conjunto de resultados

T(@a) > f W T(1-R?) -> INONES

2@y £,(W) 5 DW -> 2(1-p)

donde fi(W) representan genéricamente funcionales de procesos de Wiener del
tipo (i)-(iii) en la Seccidén 2 (véase Stock (1987)). La interpretacidn de los
resultados ilustra claramente la discusién informal previa. La pendiente
estimador en la regresidén estdtica converge a su verdadero valor o &
velocidad Op(Tml) en vez de Op(TMl/z) como  ocurre con series I(0). La
intuicién es clara ya que 2 se computa con el ratio de una covarianza, que
de acuerdo con (iii) es Op(Tml), respecto a una varianza, que de acuerdo con
(i) es Op(Tmz), dado que tanto Yg como z, o son I(1). Por tanto el sesgo
es Op(TMl). Sin embargo, el t-ratio de @ tieme una distribucidén limite no
degenerada que, en general, no coincide con la normal estandarizada por lo que
los valores reportados de dicho estadistico carecen usualmente de sentido.
Puesto que, en este caso, tanto y, como  z, carecen de deriva (los
componentes deterministicos han sido sustraidos), o converge
consistentemente a cero, pero a una velocidad Op(Tml/z). El coeficiente de
correlacion  maltiple R2 también es Op(fwl) consistente de la unidad,
reflejando el hecho de que en un modelo bivariante cointegrado existe un Unico
vector de cointegracidn, por lo qgue el producto de las pendientes en las
regresiones de y sobre z y de z sobre vy, es la unidad. Esta caracteristica
sera explotada posteriormente. Finalmente, el estadistico Durbin-Watson (DW)
converge al resultado estandar, bajo el supuesto simplificador de una

perturbacidén AR(1).

Un importante tema asociado a los resultados anteriores se refiere
a la existencia de sesgos de simultaneidad o errores en las variables. los
sesgos que aparecen en dichas ocasiones, se derivan de las correlaciones

existentes entre los regresores y las perturbaciones, que normalmente se
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suponen de orden Op(T). Sin embargo, dado que, por ejemplo, en el modelo del

Ejemplo 6, L z, e tiene un  orden probabilistico inferior al de
L zﬁ, tales sesgos desaparecen asintéticamente. Ello implica que,

términos de consistencia de los estimadores, ninguno de los problemas

anteriores importa.
Ejemplo 8
Considérese el modelo candnico de errores en las variables

el 7 * -+
Yp =B 2w

z =z % + ¢
t t t

L2 2 .-l ¥2 2
thm O plim 7T Ext O

w1
C (2% (2% B iz : i T
donde E(z tut) E(z tet) L(ut et) 0; plim 1

Fl estimador MCO de B es tal que

~

. 2 2
plim B = B ox*/oX < B

Por tanto B estd sesgado a la baja y ademds no estd identificado,
puesto que ci* no puede estimarse a partir de los momentos muestrales.
Maravall (1979) discute condiciones generales bajo las cuales la
identificacién de B es posible. Estas condiciones explotan ciertos rasgos de

la dindmica del modelo. Por ejemplo si se conoce que

2
Ipl < 1; v, ~ niid(0, cv)

* o * .
X%, = p X + v N

t-1 7 V!
[’.(Vt Ut) w2 E(Vt Et) = 0
entonces

plim B = (14Y) F B; ¥ = oi(lwpz)/ci

Puesto que xt sigue el siguiente proceso ARIMA
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X, = p X + v, A+ €, - pE

t t--1 t t t-1
2 - 2 . .
entonces P, o, % o, pueden estimarse consistentemente a
partir de los momentos muestrales Y y Y . Sin embargo,
XX XX-1 XX=2
si x*t es I(1), i.e. p=1, entonces Y=0 y B puede ser identificado

e
’ 0 . “ .
Unicamente a partir de B, que es consistente.

Este resultado tiene implicaciones importantes para determinados
argumentos que abundan en textos de macroeconomia. Asi, por ejemplo, Friedman
(1957) explica la divergencia existente entre las estimaciones de las
propensiones media y marginal a consumir en base a un argumento basado en
"arrores en las variables", i.e. la confusidn entre renta actual y permanente.
Si la renta sigue un proceso integrado este argumento no es valido, tal como
se ha visto previamente. Stock (1988), aplicando la teoria asintdtica de
procesos de Wiener, demuestra qgue la propensién marginal a consumir presenta
un sesgo negativo de 0,15 en la regresidn estdtica de consumo sobre renta.
Ajustando dicho sesgo, demuestra que ambas propensiones son aproximadamente

igual a la unidad.

El resultado mds importante de est seccidn se refiere a la
"super'"consistencia" de «. Sin embargo, tal como se apuntaba en el parrafo
anterior, los sesgos, a pesar de ser Op(1f1), pueden ser importantes en
muestral finitas. Supdngase que los ratios de convergencia de dos estimadores
fuesen 'I“M]'/2 v 1010 Tml, en este caso se necesitarian muestras muy
grandes para que segundo estimador dominase al primero. En un amplio estudio
de Monte~Carlo, Banerjee et al. (1986) examinan los sesgos derivados de la
regresion estatica. Dado que el coeficiente de correlacién miltiple R2
converge a la unidad también a velocidad Op(fﬁl), proponen (1«R2) como una
aproximacién al sesgo. Por ejemplo si se supone un PGD como en el Ejemplo 7,
entonces la relacidn entre sesgo y RZ resulta ser

A

& - o= a(1=R") + Op(T ) (41)



S1 T es suficientemente grande, a=1 vy R2m0.90, al valor de «
estard alrededor de 0.9, lo que implica un sesgo apreciable. Este resultado
sugiere gque las relaciones de cointegracidén estimadas en modelos estaticos con
R2 no muy cercanos a la unidad, deben interpretarse con escepticimo (véase,
por ejemplo, Campbell y Shiller (1987), donde el R2 de la relacidn entre
tipos de interés a corto y largo plazo es 0.8). Sin embargo, resulta
importante destacar que en el contexto de regresidn miltiple, el Rz de una
ecuacidn siempre aumenta cuando se introduce una variable adicional, por lo
cue un R2 alto no es condicidn necesaria para la obtencién de sesgos

reducidos.

En el Ejemplo 7, el PGD es esencialmente estdético, con lo que el
modelo reproduce las caracteristicas del PGD. En general, cuando la relacidn
entre y, ¥y z, sea dinamica, el modelo estdtico traslada toda la dindmica
al residuo U - l.os términos dindmicos pueden reparametrizarse en términos de
variable I(0), en la forma Aytmi' Aztmi y (y~~~a'.z)tmi donde  los
valores de i dependerdan de la naturaleza del proceso ARIMA multivariante que
genere xt:(yt, zt)’, tal como se muestra en la representacidn FECM de un
modelo C(1,1) dada en (25). Con el fin de ofrecer una simple ilustracidn de
este hecho sustitlyase la primera ecuacidn en el PGD del Ejemplo 6 por

@ Z, ot z, e, &, ~ niid(O,di) (42)

Vi = % Yy Py ZptEy 2 g TEL &y

l.a expresidn anterior puede reparametrizarse como
y, =z, + e (43)

-1 -1
donde a = (a2+a3)(1wa1) y e, m-(l-a [ml A Yy e Nz

t £ d

Puesto que A Yo Y A z,  son 1(0), e, es I(0) vy contiene
correlacidn serial. Phillips (1988) demuestra que es precisamente la presencia
de correlacidén serial en et, el motivo de obtener sesgos en la estimacidn de
a en muestras finitas. Una alternativa obvia es la estimacidén «

directamente a partir de (42) (cuando Zt sea débilmente exdgena, como en el
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a -1
presente , caso), obtenido a partir del ratio Q@(lﬂﬁl) (@1H?))

En este caso la perturbacidn e, carece de correlacidn serial. Banerjee et
al. (1986) comparan, mediante simulacidén, los sesgos que se obtienen por ambos
métodos, regresidén estdtica y dindmica, obteniendo una clara ventaja del

método dinémico.

Finalmente, otra importante implicacidén que se deriva de la
existencia de cointegracidén, es que, en contraste con el andlisis estdndar de
regresién donde la multicolinealidad se considera un problema, en el contexto
de sistemas cointegrados dindmicos, su existencia es esencial. Por ejemplo,

considérese el modelo (42) reparametrizado como

[\yt az I\ zt+(m1 1)ytw1+(a21m3)ztm1 (44)

Tipicamente saran altamente colinecales y

Y1 Y Fen
consecuentemente sus t-ratios serdn bajos. FEliminar cualquiera de las dos

variables seria una solucidn desastrosa al probema de multicolinealidad,
puesto qgue en ese caso el regresando seria I(0) y el conjunto de los

regresores, I(1). Siendo I(1), los segundos momentos de y y z SOnN

t-1 -1
muy grandes relativamente a los de A Zt y, por tanto, cuando la matriz

(X'X) se invierta, la submatriz que incluye vy v tendra una

z

t-1 t-1

"quasi-singularidad" correspondiente al vector de cointegracidén (1,-a).

Esto, sin embargo, no es un problema, pues todo lo que se necesita es
raparametrizar (44) en la forma ECM, esto es

Ny )+e (45)

= az A} Zt+(“1“1)(yt_ e

t 7% e

donde los regresores son ahora mucho menos colineales. En este sentido, la
presencia de multicolinealidad es un signo de la existencia de cointegracidn

en la relacidén estimada.

4.2. Procedimientos de estimacidén en dos etapas: Estdtica y Dindmica

Una vez que el vector de cointegracién a ha sido estimado a

partir de una regresidén estética del tipo (43), Engle y Granger (1987)
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sugieren sustituir en la representacion ECM, por ejemplo (45), 'y

6t«1
astimar en una segunda etapa los parametros al y az asociados a las
variables 1(0). La intuicidén subyacente a este procedimiento es que el
estimador @, en la primera etapa, es Op(Tﬁl), mientras que los estimadores
Q] y Q}, en la segunda  etapa, son Op(Wri/z). Engle 'y Granger
demuestran que los estimadores en dos etapas de los coeficientes de una
ecuacidon perteneciente a un sistema ECM, utilizando « como verdadero valor,
tienen idénticas distribuciones limite a las obtenidas a partir de estimadores
maximoverosimiles que utilicen el verdadero valor de «. Aplicaciones
recientes de esta metodologia de estimacidn, se encuentra, inter alia, en los
trabajos de Hall (1986), Jenkinson (1986), Campbell y Shiller (1987), Campbell

(1987) y Andrés et al. (1989).

Tal como se mencionaba previamente, un procedimiento alternativo de
estimacidén en dos etapas, consiste en estimar directamente « a partir de la
relacién dindmica, del tipo (42), obteniendo . Banerjee et al. (1988)
demuestran los estimadores obtenidos por este procedimiento tienen las mismas
propiedades que los anteriores. Ademds de la posible reduccidén en sesgo de
este segundo procedimiento (véase Banerjee et al. (1986)), cuando zt es
débilmente exdgena, es posible demostrar (véase Dolado y Ericson (1989)) que
T(E~a) es asintdéticamente normal mientras que T(&-a) no es normal,
cuando el modelo tiene dindmica. Puesto que muchos modelos de regresidn pueden
interpretarse como distribuciones condicionales auténomas o, en otras
palabras, los regresores en dichos modelos son débilmente exdgenos, en estos
casos puede llevarse a cabo inferencia sobre los coeficientes de las variables

que aparecen en la relacidn de cointegracidn.

Como una critica adicional del primer procedimiento en dos etapas,
Gourieroux et al. (1987) examinan las velocidades de convergencia de a y
@, bajo exogeneidad débil, cuando las variables son I(d). Se analizan tres
casos  de no  estacionariedad, incluyendo diferenciacidn fraccional, 1i.e.
0,5¢d<1, d=1 y d>1, encontrando que los grados de convergencia de & son

—(2d-1 -1 -1
T'< ), T y T , mientras ¢ue los correspondientes a B son T en

6 2
todos los casos . A la vista de estos resultados, resulta claro que ©
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converge mas rapidamente que @ a su verdadero valor en todos los casos,
excepto cuando d=1. Dado gue d=1 es un caso tan especial, de ello se deriva

cierta desconfianza hacia el procedimiento estético en dos—etapas.

Finalmente es necesario destacar la importancia de imponer las
ralces unitarias, que se conoce que existen a fin de llevar a cabo inferencia
sobre el vector de.cointegracidén bajo la hipdtesis de cointegracidn. Tal como
se mencionaba anteriormente, Sims et al. (1986) han demostrado la posibilidad
de aplicar técnicas estandar de contrastacidén en modelos VAR con regresores
integrados y en presencia de cointegracidn. Sin embargo, este resultado no se
verifica cuando se trata de hacer inferencia sobre los pardmetros del vector
de cointegracidén (véase Phillips (1988) y Dolado y Ericsson (1989)), tal como

se ilustra en el siguiente ejemplo
Ejemplo 9
Considérese el siguiente PGD

Yo = B ey

. 2 .
Xp= @Ky g hey ) @ = 1; Xy = 0, e ~n11d(0,ci), L(slt ezS)_p °, o, Sts
Supongamos inicialmente que se impone =1, Como las
perturbaciones estdn correlacionadas B ha de estimarse por méxima

verosimilitud, que corresponde a estimar B por MCO en el modelo ampliado

e, ]=0. Puede, entonces, demostrarse que,

t 2t
de acuerdo con (i)-(iii) en la Seccidén 2

donde Ymp01/02 y Elw

o Ié V(r) dwW(r)
T ( B.B ) - —~]~,5~_~ = MN
fd Vo (r)dr
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t t
donde Pt(x L e?j) => V(r) vy St(r L wi) -> W(r). Dada que, por construccidn, V y
A 11

W son procesos de Wiener independientes, es posible demostrar que el funcional
de Wiener anterior sigue una mixtura de distribuciones normales (MN) véase
Phillips and Park (1988)) que es  equivalente a la  distribucidn

2 2
N(O,ozow/z).

Sin  embargo, si  ax=l no se impone, sino que @ se estima,
entonces esposible demostrar que el estimador maximoverosimil de B en este

caso, es tal que

A %[V(l)zml] fé V(r) dW(r)
'Ng@)_>y'j 5 o
Jo V(r)“dr Jo VO(r) dr

Puesto que el primer término de la distribucidén asintdtica

2 2 . . L.
corresponde a (4) (con 0 O ), se conoce que esta distribucidn  no
es estandar. Por tanto, a menos que Y=0 (p=0) la inferencia sobre B ha

de hacerse con distribuciones simuladas.

Contrastar la existencia de cointegracidon entre un conjunto de
variables corresponde a contrastar la existencia de una raiz unitaria. Por
tanto, el andlisis subyacente a este tipo de contraste, tal como se apunta
brevemente en la Seccidn 2, se aplica también a este caso. lLa diferencia
estriba en que ahora se contrasta la presencia de una raiz unitaria en una
serie construida, i.e. residuos  minimocuadrdticos, en vez de series
originales. Por este motivo, los valores criticos de este tipo de contrastes
han de ser ajustados al alza, ya que de otra forma el error de tipo 1 estaria
exagerado. Si no se rechaza la existencia de raices unitarias en dichos
residuos, las "desviaciones del equilibrio" serian integradas y por tanto no
existiria un mecanismo de ajuste sitemdtico del sistema hacia la solucidén de

equilibrio.
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En las aplicaciones empiricas los contrastes de mayor uso son el
contraste de cointegracidn basado en el estadistico Durbin-Watson (CRDW) vy los
contrastes de Dickey vy Fuller (1979) en sus versiones simples (DF) y aumentado
(ADF). E1 contraste CRDW, sugerido por Sargan y Bhargava (1983) estd basado en
la definicidn usual del estadistico DW

. . N AZ "‘"1 SPV.N ” A 7—— .
CRDW = (L et) [),.(et etml) ] (46)

donde ét son los residuos minimocuadraticos de (40). FExisten diversos
problemas con este contraste. En efecto, mientras que cuando se trata de
contrastar el grado de integracidén de una serie (con una constante como Unico
regresor), los valores criticos del contraste, computados por Sargan y
Bhargava, son exactos, el mismo contraste aplicado al caso de cointegracidn
depende del nldmero de regresores en la relacidn de cointregacidn, existiendo
s0lo cotas de la regidn critica. Esto ocukre porgue, como en el caso estandar
de aplicacién del DW (basado en la hipdtesis nula de perturbaciones
incorrelaciondas), los valores criticos exactos del CRDW (basado en la
hipdtesis de una raiz unitaria en las perturbaciones) son una funcidn del PGD.
lLas cotas de este contraste proporcionan un intervalo que puede utilizarse
para no rechazar la hipétesis nula de ausencia de cointegracidn, pero la
amplitud de dicho intervalo aumenta conforme lo hace el nimero de regresores.
Sin el uso, por ejemplo, de la Rutina de Imhof (1961), es dificil hacer
inferencia cuando el valor del CRDW cae dentro del intervalo. Por supuesto,
resulta factible computar valores criticos exactos para un PGD dado. Asi,
Engle y Granger (1987) presentan valores criticos para un paseo aleatorio
bivariante, pero dichos valores no son generalmente aplicables a otros
experimentos cuyos PGP sean mas complejos. En este sentido el CRDW resulta ser

asintdticamente similar (véase Cox vy Hinkley (1974)) cuando el verdadero

proceso seguido por las perturbaciones en un AR(1).

Problemas similares afectan al estadistico DF, pero no afectan al
ADF si el ndmero de desfases A@t i gque aparecen en el contraste coincide
con el del PGD. En la practica el nimero de desfases que se utiliza es, en

gran medida, ad-hoc y ello afecta a la potencia del contraste. Todo ello
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sugiere que quizd se deba prestar mayor atencién a las versiones
no-paramétricas (véase Ouliaris et al. (1988)) o recursivas (véase Dolado et

al. (1989)) de dichos contrastes.

Con fines ilustrativos se presenta en el Cuadro 1, los valores
criticos (5%) de los tres contrastes anteriores, computados por Engle y Yoo

(1987), donde el PGD es un paseo aleatorio n—variante, con ng¢b
[ Vease Cuadro 1]

Tal como ocurre con los contrastes de raices unitarias en series temporales
individuales es importante destacar la falta de potencia de estos contrastes
cuando la verdadera raiz se encuentra en un entorno de la unidad. Asi, por
ejemplo, Engle y Granger muestra due cuando el PGD de las perturbaciones de la
relacién de cointegracidon es un AR(L) con parametro igual a 0,9, las potencias
de los contrastes CRDW, DF vy ADF (al 5%) son 20%, 15% y 11% respectivamente.
Cuando se altera el PGD a un proceso AR mas general la potencia del ADF es del
60%, dominando a los contrastes CRDW y DF. A la vista de estos resultados
quizd resulte conveniente aconsejar el uso del CRDW en una primera instancia,
dada su simplicidad, y, en caso de incertidumbre sobre la posibilidad de
rechazo de la hipdtesis nula, utilizar el ADF7.

Un enfoque alternativo, discutidoe previamente, se basa en
contrastar la presencia de cointegracidn utilizando la solucidn de equilibrio
a largo plazo del modelo dinamico, como en (42), especialmente cuando los
regresores sean débil o fuertemente exdgenos. En la representacidn ECM, como
en (45), el t-ratio del término de correccién del error, (&1m1), es un
estadistico de interés, va que si no existiese cointegracidn deberia converger
a cero a velocidad Op(Tml). Banerjee et al. (1986) muestran, por simulacidn
como dicho teratio tiene el tamafo adecuado al 5%, aunque los resultados de
Dolado y Ericsson (1989) muestran que puede haber divergencias para otros
PGD's. Sin embargo, de acuerdo con el estudio de Banerjee et al., la potencia
de este contraste es muy superior a la de los contrastes basados en la
regresidon estdtica. Una posible explicacidn de esta ventaja comparativa reside

en los sesgos en muestras finitas que presenta el enfoque estatico.
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Finalmente, resulta importante comentar que, dada la fragilidad de
los contrastes, olros procedimientos auxiliares menos refinados
estadisticamente puede resultar (tiles. La observacidn del correlograma de los
residuos puede ayudar en gran medida. Granger y Weiss (1983) también sugieren
aumentar los coeficientes estimados del vector de cointegracién en una cierta
proporcidn, digamos el 10%, y examinar, entonces, si la suma de cuadrados de
las desviaciones del nueve vector es bastante superior a la obtenida con el
vector estimado. La intuicidn de este procedimiento informa es clara, puesto
que sdlo el uso del verdadero vector de cointegracidn hard que dicha varianza

sea finita y, por tanto, serd facilmente distinguible de otros casos.

4.4, Prediccidn con Sistemas Cointegracdos

Tal como han demostrado Engle y Yoo (1987), las predicciones
derivadas de sistemas cointegrados tienen una propiedad gue no comparte los
sistemas de variables integradas. Esta propiedad implica la existencia de
combinaciones lineales de dichas predicciones que son idénticamente cero para
horizontes temporales largos, independientemente del punto de origen vy,
ademdas, la varianza del error de prediccidn de dichas combinaciones es finita,
mientras que, para cualguier otra combinacidn, diverge conforme se amplie el

horizonte de prediccidn. El siquiente ejemplo ilustra esta propiedad.
Ejemplo 10

Considerése el proceso {xt} cuyo PGD es

A Xy = ethl €1t 0T X T 00 ey ~(0,Q)
tal que X, @s C(1,1). Por tanto existe un vector a, tal que

a'C(1) = d'(IwCl) )

El valor X h puede expresarse recursivamente como



th-1

“tah T Cpn UG R

Por tanto
t

EGan’ ) = Xepse = (16D % %]

y
h
Ceih/t = Fraht (17C) f Cttj

Se sigue que

C Kb/t T

var (a' ) =a' Qa< o

“erh/t

Con el fin de examinar el comportamiento predictivo de métodos de
estimacidn que ignoran la cointegracidn existente y aguellos que la tienen en
cuenta. FEngle y Yoo analizan el comportamiento predictive relativo a un
sistema cointegrado estimado como un VAR irrestringido (equivalente a aplicar
MCO ecuacidon a ecuacidén) y reparametrizado como un modelo ECM, aplicando el

procedimiento estatico en dos etapas El PGD viene dado por

Vi 0,8 O!]'\ Y-t
i ) 4+ € t ( 47 )
i 0,8 0,6 Ko

donde ambas varibles son I(1) y el vector de cointegracidn es (1,-0,5).
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Los resultados, medidos a través del Error Cuadratico Medio de la
Predicgidn (ECMP) muestran una ligera ventaja del método VAR hasta un
horizonte de 4 periodos, problablemente debido al sesgo en la estimacidn del
vector cointegrador, pero posteriormente el método ECM se muestra muy
superior. Asl, después de 20 periodos, el ECMP del modelo ECM es un 40%
inferior al del VAR, y probablemente esa mejora en la prediccidn seria muy

superior si el vector de cointegracidén se hubiese estimado con menor sesgo.
5. ESTIMACION Y CONTRASTACION EN UN CONTEXTO DE MAXIMA VEROSIMILITUD

El propdsito de esta seccidn es el de ofrecer un resumen de ciertos
desarrollos recientes (véase Johansen (1988) y Johansen y Juselius (1988)) que
tratan los problemas de estimacidn y contrastacion de sistemas cointegrados en
un  contexto de maxima ver@similitud8. El enfoque esta limitado, por el

momento, a sistemas C(1l,1) que admiten la representacién VAR dada por

t i Reeq FoEp E ~ NIOLQ) (48)

La hipdtesis nula de interéds es que la dimensidn del subespacio de
vectores de cointegracidon es r, una hipdtesis que, en este contexto, viene
expresada mediante una simple formulacidn paramétrica en términos de los
vectores de cointegracidén y sus ponderaciones respectivas. Se utiliza un

procedimiento de mdxima verosimilitud para contrastar dicha hipdtesis.

El  procedimiento se basa en la reparametrizacién de (48) en

términos de

P
0 X, = ~A(1) Xy g * ? H] A\ xtmp+1+ e, (49)
p
donde A(l) = I«Eﬂj y I, = - L Aj
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Si el sistema (49) estd cointegrado, se conoce, a partir de (21),
gque A(L)=BI''. La hipdtesis es, por tanto, HO: rango A(Ll)=r. Existen tres
casos de interéds. En primer lugar, si r=n entonces la matriz A(l) tiene rango
completo por lo que *t es es%acionario. En segundo lugar, si r=0 entonces no
existe cointegracidén y el modelo ‘deberia ser estimade en diferencias,
eliminando el térmno en niveles en (49). En tercer lugar si O<r<n, existen r

vectores de cointegracidn

La funcidn de verosimilitud (en logs) de (49) puede escribirse del

siguiente modo

L(B,T,I; Q) = -~ log [Q] [Ox +BT'x =8 W Ax o 10

N je—

~i+1

D

[Axt+ Bl x L Hi Axtwi+1] + const (50)

et

A continuacidn se concentra la funcidn L respecto a las matrices
Hi's. Como es bien conocido del andlisis de regresidén multivariante, ello
sé logra mediante la obtencidn de las matrices de residuos de las regresiones
de  Nx y

sobre [ . A ,  denot: i atrice

N xtwl sobre Axtwl xtwp+1 enotando dichas matrices

para ROt y R]t respectivamente. Seguidamente se formula el siguiente
modelo de regresidn concentrado.

R = -BI' R, + ¢ (51)

ot 1t t

Dado que (51) es no lineal en las matrices B y I', sdélo es posible
concentrar respecto a B si I' se toma como dada. Por tanto, los regresores en

(51) habrén de ser interpretados como F'th. Las soluciones obtenidas para

By Q vienen dadas por

) . 1 .
B(I') = -8, I[I'" &, T] (52)
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Y
Qr) =6, - s T s I s 53
00 01 117 10
-] T
tal que bij = T L Rit Rjt (i, j=0,1)

-

Por tanto, la funcidn de verosimilitud concentrada viene dada por
L*¥(T) = const ~T/2 log [Q(r)| (54)
Maximizando (54) respecto & r es equivalente a

min S0-So1l (TS~ s 10l (55)
r

A partir de la siguiente conocida relacidén entre determinantes de

matrices particionadas (véase Dhrymes (1978))

N OO S O 1]‘..‘ N YT rv
e SOO ppre S]. 1 I S].O S"O& SO 1 T o
'8y I'sqql

= |r'311F|lSoomsolf(r'sllr)mlr'slo| (56)
se sigue que minimizar (55) es equivalente a

min 1708020 s 1 0-T" $1055850; T (57)
r

Puesto que la solucidén al problema (57) carece claramente de unicidad, se
impone la normalizacion T!S]]T = I, convirtiendo el problema en

min [1-T"'8108gdT s.a. I''sqqI" = T (58)
-
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La solucidén al anterior problema es bien conocida en la literatura (véase, por
ejemplo, Anderson (1984)) y se obtiene calculando los valores propios de la

matiz con respecto a la matriz S resolviendo

-1

S, 8 S )
10%00%01 11
~1

A\
S, -8 & 8
I S11 7 %10 Soo0 %01

| = 0 (59)

Los vectores propios correspondientes vienen dados por

g - 1 g o~ A o - - l
810 SOO 501 v, o= hi 811 v, (i=1...n) (60)
~ A
L&, ! = 8,
8 Vi 11 3 ij

donde § es la delta de Kroenecker.

)
Resulta posible demostrar gque los valores propios N, e(0,1) vy
i
que los vectores de cointegracidn agrupados en la matriz I, corresponden a

. N . . .
los r vectores propios, vi(lml...r) asociados con los r valores propios

B v Q pueden obtenerse a partir de (49), (52) y (H3) sustituyendo I' por su

estimador I

Con el fin de constuir un contraste basado en el ratio de
verosimilitud (L.R), se sustituye (H56) en (54), obteniendo

* . ] ) . -]
i " e o LR al "y e -
L¥(T) cnst ~T/2 log || bllll (|S::|ll 8111 { ril (61)

510%0%01

A continuacidn, utilizando (59) vy la propiedad que establece que el
determinante de una matriz es igual al producto de sus valores propios, bajo
la hipdtesis nula de que existen r vectores de cointegracidn, la funcidn L¥

toma el valor

i
¥ log (lmhi) + const (62)
1

~ " 1
L¥(T') = -3 log ISOOI

.—‘

~3
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n .
donde los -valores propios N, han sido ordenados de menor a mayor
i
ol «~ . ~ .
(h1<...<h ). El méximo valor de la funcidn, L¥, correspondiente a la
] r
hipdtesis no restringida, es igual a (62) con el sumatorio de 1 a n. por tanto

el contraste LR de HO: rango I' = r viene dado por

A ~ n A
LR = 2 (L%~ %)= - T L log (lmkj) : (63)
r+1 '

Johansen (1987) demuestra que la distribucidn de LR no es estandar,
correspondiendo a la versidén multivariante del cuadrado de (i) en la Seccidn

2, dada por la siguiente traza (tr)
1 1 , -1.1 L
tr[fow(r)dW(r)'(fow(r)w (r)dr) fodw(r)w ()] (64)

l.os valores criticos al 5% han sido tabulados por simulacidn y se

presentan en el Cuadro 2 para n=5
[ Vease Cuadro 2]

También es posible considerar hipdtesis acerca de restricciones
lineales en B vy I' bien separada o conjuntamente. Las hipdtesis nulas
acerca de B y I' tiene la forma HO:BwHY y HO'FxGW mientras gue la
hipdtesis conjunta serd H”O:BT'mHYW'G'. l.as matrices H y G son (nxs) vy
(nxqg) respectivamente, reduciendo el nimero de pardmetros en B a Y(sxr) y en
I a V¥Y(gxr) donde ras<n Y regen, Todas estas hipdtesis suponen
restricciones sobre la matriz A(l) que contiene nz pardametiros (nr+(n-r)r,
bajo la hipdtesis de cointegracidn), mientras que bajo HO,H'O y H‘O
contiene sr+(n-r)r, gr+(n-r) y gr+(s-r)r respectivamente Johansen vy Juselius
(1988) demuestran que la formulacidn de Wald de estos contrastes se
distribuyen asintdéticamente como distribuciones Ji-cuadrado con (n-s)r, (n-q)r
y (2n-g-s)r grados de libertad respectivamente. La intuicidn subyacente a
estos resultados es similar a la presentada en el Ejemplo 9. A este respecto,

es posible demostrar que los resultados de Dolade v Ericsson (1989) acerca de
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la distribucidén asintdtica normal de 1, son féacilmente generalizables en
este contexto, suponiendo que Q es diagonal y que si bijﬁo, entonces
bik y bkj (k=1...n) son cero. En otras palabras, se elimina la posibilidad
de que aparezca una misma relacidén de cointegracién en mds de una ecuacién, lo
que unido a la diagonalidad de Q, implica la existencia de regresores

débilmente exdgenos respecto a los elementos de I'.

Finalmente, resulta interesante hacer notar la similitud del
anterior procedimiento con el procedimiento de "tendencias comunes"
desarrollado por Stock y Watson (1988b). Este Gltimo procedimiento permite
determinar el ndmero de vectores de cointegracidén por medio del contraste de
la hipdtesis nula de que el vector X presenta (n-r) raices unitarias
distintas, frente a la alternativa de que tiene (n-m) (m>r) raices unitarias.
El  contraste se construye transformando ;<t tal  que los primeros v
componentes correspondan a los componentes estacionarios, mientras qu los
restantes (n-r) correspondan a componentes integrados. Bajo la hipétesis nula,
los valores propios de la autorregresidon de primer orden de los (n-r)
componentes deberan ser igual a la unidad. Bajo la hipotesis alternativa,
solamente (n-m) valores propios habilan de ser igual a la unidad, de forma que
el valor propio (n-mtl)-smo deberd ser inferior a la unidad. El estadistico

del contraste viene dado por 'T(hn ~1) y sus valores criticos han sido

el
obtenidos por simulacidn, encontrandose en el articulo de Stock y Watson.
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Valores Criticos del Contraste de

Cointegracidn (5%)

n T CRDW DF ADF
50 0,78 -3,67 -3,29

2 100 0,39 -3,37 -3,17
200 0,20 -3,37 3,25

50 0,89 -4,11 -~3,75

3 100 0,45 -3,93 -3,62
200 0,30 -3,78 -3,78

50 1,10 -4, 35 -3,98

4 100 0,55 ~4,22 4,02
200 0,40 - 4,18 4,13

50 1,10 4,76 4,15

5 100 0,066 4,58 -4 ,36
200 0,47 -4, 48 -4, 43

Nota: Los valores criticos del contraste CRDW

Nota:

han sido tomados de Engle y Granger (1987)
para n=2. lLos restantes valores han sido
interpolados uti ando  los resultados en
Sargan vy Bhargava (1983). Los valores
criticos de los contrastes DF y ADF han
sido tomados de Engle v Yoo (1987).

Valores Criticos del Contraste LR (5%)

57,2
38,6
23,8
12,0

4,2

S W N = O

Los valores criticos han side tomados de
Johansen y Juselius (1988).
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Como muestra del interés que ha despertado el tema podemos citar que, desde
1986, han aparecido en la literatura dos nlmeros especiales de revistas
dedicadas al tema (véase Oxford Bulletin of Economics and Statistics (1986)
y Journal of Fconomic Dynamics and Control (1988)) y dos panorémicas (véase

Dolado vy Jenkinson (1987) y Stock y Watson (1988a).

El interés en el tema se remonta a nombres tan ilustres como Jevons (1884),

Working (1934) y principalmente Yule (1926).

A lo largo de este articulo se restringe la discusidén al concepto de

integracion en varianza. Un andlisis excelente de dicho concepto aplicado a

otros momentos se encuentra en Escribano (1987).

Una discusidn extensa de las propiedades asintdticas de procesos I(d) con

d>1l puede encontrarse en Gourieroux et al. (1987).

Una ampliacidén de los Teoremas de Representacidn a procesos no lineales

puede encontrarse en Escribano (1986).

Para un andalisis del concepto de diferenciacidén fraccional véase Granger y

Joyeux (1980).

Bajo una interpretacidon similar puede llevarse a cabo contrastes de
cointegracidn en diferentes frecuencias (véase Engle et al. (1988) y Oshorn

et al. (1989)).

Este enfoque estd claramente relacionado con el enfoque de andlisis

candnico propuesto por Box y Tiao (1981) y PeRa y Box (1987).
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