
COINTEGRACION: UNA PANORAMICA (*) 

Juan J. Dolado 

* Este artículo ha sido preparado para Estadística Española. Su contenido se ha visto beneficiado 
por comentarios de A. Banerjee, J, Galbraith, D, HendIY, T. Jenkinson y participantes en semi
narios en las universidades de Londres, París y Valencia. en el Banco de España y en el Instituto 
Nacional de Estadística. 

Banco de España. Servicio de Estudios 

Documento de Trabajo n.O 8902 



SI .daneo de España al publicar esta serj_E pretende 
facil-ita:- la difusión de estudios de interés que cor:
tribuYCtrl 2.':'" ITtéjor conocimiento de la economía española. 

i,us aná_Lisis¡ üpulÍ0nes y cClncl1.~3ione3 de estas 
investigaciones representan las ideas de los autores, 
con las que no necesariamente coincide el Banco de 
España. 

ISSN: 0213-2702 

iSBN: 847793- 026 - O 

Depósito legal: M. 28943 - 1989 

imprenta del Banco de España 



-3-

1. lI\JTRODUCCION 

La miil.yod.a del tr'iil.bajo econométdco está asentado sobre el supuesto 

de estacionad~~dad. Hasta hacH poco ti(~mpo, ,~ste supuesto apenas se 

cuestionaba y e] análisis económico procediiil. como si todas las series 

temporales económicas fuesen estacionarias, al menos alrededor de tendencias 

determinist:i.cas. Las ser'iE~s estacioniil.das deben tem'r, al menos, mediiil.s y 

var:iiil.nzas incondicionales constantes, un supuesto qu~~ raramente se ved fica en 

economl.a. Liil. impoy'tiil.nc 101 d,,) dicho supuesto ha s ido reconoc ida dUY'iil.nte mucho 

ti~~mpo, sobre todo desd(~ que los impor'tantes artículos de Granger y Newbold 

(1974) y Nelson y Plosser (1982) pusieron en alerta a la profesión sobre las 

cons,~cuencias de la no estacionad~~dad. I as variables .tlJ.t~.9.r..ª"c:!ª .. ~ constituyen 

una clase específica de variables no estacionarias con importantes propiedades 

t6l.nto df~sde el punto de vista estadístico cumo económico. Estas propi(!dades se 

derivan de la presencia de tendencias estocásticas (raices unitarias), en vez 

d,;! únicamt'I'lte deb~nl1:inísticas, b~niondo las innovaciof'los de un proceso 

integy'ado cal"áctE~Y' p(~Y'rnant'nb~ en lIez d{~ tX6l.nsitor:i.o, Por ejemplo, en términos 

do análisis del bienostar, ello implica que los costes de errores de 

expectativas producidos, por ejemplo. por variaciones en la politica económica 

tionen un carácter mucho más relevante que on el caso en que las 

p,,'r'tur'biil.ciorH~s fuesen puranHmh) ty'ansitor'ias, 

En particular. la presencia de raíc(-!s unitar'ias en muchas series 

económicas resulta ser una in~licación teórica del uso racional de la 

información disponibl,~ por parte de los agQnb~s económicos. Ej'Wlplos típicos 

entre vadables financier'as son los contratos i;\ futur'os, los pr'ecios d{~ las 

acciones, los tipos de inbn'és nominales y reales y el tipo de cambio, 

mientv'as que entr'e las variables n?ales encontr'amos el par'o (histéy'esis), la 

inversi6n y el consumo. Quizás sea este último el ejemplo más conocido, 

derivado de a~adir expectativas racionales a la teoría de la renta permanente. 

A la v:i,sta de ~?sta epidf~m:i,a de Y'aJ.ces unitar'Ías ~~n (~conomía, ha aparecido una 

literatura voluminosa en estos últimos a~os sobre la contrastación, estimación 

y especificación de modelos que contiQI'H~n variables integr'adas, por lo que el 
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pr~p6sito de esta panorámica es proporcionar una guia a trav~s de esta 

litlH'cüur'a cn~cil~nt~~Ill(~nte compleja, Con el fin de limitar ,,1'1 lo posible el 

contenido de est¡~ artículo, nos cin:unscr:i.bir'emos al análisis de la 

cointegración, es decir, al análisis de modelos Illultivarianh,s con series 

integr'adas, 

Resulta comprensible que en estos ~ltimos anos se haya pnx1ucido un 

impor'tante pr'oqreso asociado cun el la La r'azón 

principal d(~ este int(~r'és (Tecümte r'esid,,~ en el hecho dE,' quP ¡~sta rama de 

investigación abre la posibilidad de estimar y contraste\r la existencia d(~ 

relaciones de equilibrio a lar'go plazo entr'e diversas var':i.ables, tal corno 

sug iere la teoría económica. ral como comentábamos pre\/ iamente, la ev id¡mc ia 

empírica sugiere que la mayoría de las series ¡~conórni.cas son il'lt¡~c:Jr'adóls, 

requiriendo un cierto gr'ado de di fenll'1ciación a fin de con\/er'tir'las ,en 

estacionad.as. Sin embar'go, la t¡~oría económica r'ar'anHHlte su~;¡ier'e re]aci.orH~s 

de equilibrio que no sean funciones estacionarias de las \/ariables originales, 

esto es, sin tr'ansformar', Ello implica qw~, dI' acuer'do con la teo r'Í. a 

económica, existen mecanismos económicos que hacen que, a lo largo del tiempo, 

las variables se comporten estocásticamente del mismo modo, En otras palabras, 

mientras que las variables que confol"lnan el modelo plJ(~d(lI'1 ser' todas ellas 

integradas, las desviaciones respecto a d¡d;erminadas r'elac:i.ones de equilibr-:i.o, 

sugeridas por la teoria resultan ser estacionarias 

Se reconoce d~~sd(~ hace mucho tiempo qlH~ las técnicas usuales dü 

análisis de regresión, en presencia de variables int¡~<3r'ada, pLlf~de llevarnos a 

conclusiones erTÓn(;~aS, incllJso cuando 

reciente (veáse Phillips (1986»2, 

el análisis formal de este h(;~cho sea 

El pr'oblema de las regn~s i01W s 

"esp~reas", tal como fue puesto d(~ manifiesto por Grangnr y Newbold (1974), 

pr'odujo un gr'ado cr'ecümh~ d,,~ d,,'sconfianza pn E,~1 análisis pconométdco, Ello 

condujo a muchos economistas a adoptM' el (!nfoque de Box y Jenkins (1976) a 

través del cual todas las series se convprtian en series estacionarias, 

previamente al análisis de regresión, con lo que, (~n la mayoria d¡>. los casos, 

sólo se consideraban variables diferenciadas (por ejemplo, en el enfoqu(~ d¡~ 

"funciones de transferencia"). Ello implicaba que, (~n gem~r'al, este tipo d('. 
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mütodologia ignoraba las prop:i.üdadüs a lar'go plazo dd mod~~lo ignorando, por 

tanto, las relaciones de equi libr'io suger'idas por la bwría económica. Todo 

ello dificultaba la i.nterpn~taci.ón dü los modelos. 

Una impoy'tante 1 í.rwa de investigación qU(~ intentaba ofn!c(~r una 

respuesta a dichos problemas, se basó en p] uso de modelos de r.ll.§!.~.ª.Y.:l .. LS. .. ~lg ...... cl,.~ 
.~ .. º.r.rf:.~.~ ... t§D ....... <:!.~ .. L .... ~rrg.r.: (ECM) (!n la modelización econométr-ica. La id(~a de modelar 

ecuaci.om~s ele comportami,(mto económico en fonna de "sey'vo .... mecan:i.smos" qLH~ 

traten de corT(~gir de fm'ma sistl!mática erTon'!s com(~t:i.dos en nI pasado, se 

remonta al tr'abajo d() Sargan (196f¡), basado en ideas de Phillips (19~)4), y 

tiene la v(~ntaja de re te I'l(H' infoy'mación sobr'e el nivel de las \/ariables y, 

consecuenh~nwnh~, sobr'e las n:'laciones d~, (~qui.libdo ~~ntn:' dichas \/ar'iablüs. 

Numerosos ejemplos de aplicaciones satisfactorias de este tipo de metodologia 

han aparecido posteriormente en la literatura (véase, por ejemplo, inter alia. 

Davidson et al. (1978), Hendry y Mizon (1978), Davidson y lümdry (1981) CurTi{! 

(1981) y Salmon (1982», rni(mtr'as que el análisis estad:í.st:i.co subyac~'nte ha 

sido d(!sarrollado por' Hendr'y y Richard (1983, 1984). Aún así, exi.stía una 

laguna en la cornpn:~ns :i.ón d{~ cómo los mode los de n:'~~I"(,~S :i.ón con \/i,u'iablüs 

integradas pod í.an conducir a términos de erTor estacionar'i.os e inc luso ir más 

allá y suponN' pt'l"turbacionE!S i.:i..d. Esta la~~una ha s:ido cub:i.N'ta nH~di.antü un 

impor'tant<-? articulo de Gr'¿¡,nger (1981), donde se establoce, aunquo de me\l1ora 

infor'mal, la üquivalünci.a entn' los COI'lcüptoS dp cointügr'ación y modelos [CM. 

Posteriormonte, Granger y WHiss (1983) y Engle y GI"'Hlger (1987) han 

desarTollado fonnalm(~nh' las id()as anU~rion~s a tr"a\/és dü un conjunto d() 

teOY'f~lllas de n~pn~sentac:i.Cln que establec~m las conexiones existentes entro 

dichos concüptos. En rüsumNl, se d(~ml.lest;r'a qw~ un modelo [CM ~)Y'odl.lc{'~ un 

conjunto de variables cointegn~das y que la (~xi.stenci¿¡, de dicho conjunto 

implica una n)pn~sentac:i.ón dü las var'iables NI forma d(~ un mod(\lo ECM. En gr'an 

medida, (~l concepto de cointegr'ación prO\lü~~ un sopor'te estadístico for'mal al 

uso dü modelos ECM y proporciona adicionalmünte un procüdimiünto genérico para 

contrastar la validez de las predicciones, en términos de relaciones de 

equilibr:i.o, d(>.dvadas de divür'sas t(~(w.í.as üconómicas. 

El articulo está organizado del siguiGnte modo. La Sección 2 

ilustra brevementü el marco estadístico necüsario para analizar series 
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integr'adas, concentr'i~ndose, en aY'as de slmpl:i,cidad, en el caso m5s simplp de 

integración, Le, el pa~¡('o ale¿'l-l;orio, La :3(~cc¡ón :3 ana1i.l:i'l. las r,~"tr'i.ccion(!~, 

que la existencia de cointegraci6n impone sobre las diversas representaciones 

de un sistoma multivar':i,antt~, así cumo los m&t'Hios dé, dé'S(:OlHposic ón de:, dicho 

sistmna en ~,us lJar'ios comporH'ntes :i,ntegr'ados, ~;e ~wüsta. \~sp('c:i,al ",t('nc Ión ó\ 

sisb~mas int(-?gY'ddos de ~)j"imer or'd(~n, aunqu~, otl"OS casos más q(>.n"i"al(,s tal1'lbiún 

son br'eVem(mtE! analizados, La Seccj,ón 1\ tr'ata d(~ es L:i,l1'Iac:i,ón , contxastación y 

pr'eclicción en sish~mas coinb~grados, Finalmpnl.:(~, la spcción 5 QxVlc,nd," par'to 

de 1 aná 1. i s i s pr'E'I/:i,o a un l11al"CO dE' max:i,ma \/(\rosim,i.1:ltud, 

dpsarrollado muy recipntemente y que parece ser una de las lin~as da 

investigación más fr'uctifel"as pcwa el futur'o, 

2, PROPIEDADES ESTAOISTICAS DE VARIABLES INTEGRADAS 

Una s{~r'ie t\!lllpc>Y'al d~:b i lmE~nh\ (~S tac iOI'kH'ia d\o'bl'l" i", t('I'!P 1" 1IH.\d ia Ij 

varianza incondicional('!s il1\/ar'iantl~s con ld tiempo, ,)in l!mbar'oq, 1", l11i~yol":ía de 

las series econ6micas no satisfacen esta propiedad, al tel'!er primer y segundos 

mom(~ntos qLH~ aum(mtar con (11 tamaño mu(~str'al (IIGasQ Escr-ibano (1987) par'a ld 

definición pn'cisa de :i.l'ttpql"aci6n ('.I'J Q} Illonwnto :i,":;l11o dE: un proc"so 

estocástico) 3, Tal¡~s ser'ips son no'estac:i,onar'ias y pueden n\quPI"ir' un C:i,N"lo 

grado d(~ difel"enciación pan,. logr'ar' (~sl~acionar'iodad, Una Ifariabl(' qu<! r'!:)quiQY'," 

d diferpncias par'a inducir' estacionar'i,~dad SE\ denomina ,j,n:t.(!9r:,§t(j(:,\,c;l§9X~(.:i.~~r!,,,g y 

se dünota como I(d) (lIóase Gr'anq('.r' (1982)), Un ,?jomplo de ~H'.ri<! 1(1) <!s 01 

paseo aleatorio con deriva, cuyo proceso qenerador d0 los datos ePGO) es 

'n: y +¡H€; 
t-1 t 

o 

yt; ,,- p,t + \ S ,--
t 

t 
l: € 

i 
1 

2) tJ 
¡; 

( 1) 

(2) 

Nos concpntr'an?rnos ¡en ('sta sección en las pl"opipdaclPs ~'stadístj(>l~; 

que so derivan do la prespncia do una 6nica raiz unitaria como en (1), y ~¡ra 

si mpl:i ficar' supondüY'C'tI1os quP ¡.t::::O, En 9Pi"J("I"¿d, la~; sel"iüs lnt¡"gr'adas, como 
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Yt , n~sultan SN' funciones lineales de lma tendencia (si 1-1-:/0). Las 

desvi.aciorws d{,\ dicha t(,~ndenci.a, St' son no-estacionarias al resultar de la 

acumulación de perturbaciones aleatorias pasadas, dando lugar' al concepto d~\ 

series integradas, 

Con el fin de gNl~~ralizar' la especificación d{d PGD, abandonamos el 

sU~Aesto simplificador de perturbaciones lid y pasamos a imponer ciertas 

condiciorws m,b gpn(!rales sobr'e la s(,\cuencia {e t }. Estas condiciones son 

l·wCE~sari.as si. se quier'e obtoner distdbuciont',\s no degenel~adas para el conjunto 

dp estadisticos descritas posteriormente. El conjunto más d~bil de condiciones 

que plH~de imporHH'se se encuontra definido detalladamente en Phillips (1987) y 

pued(,\ 1"eswllir'S(~ d(,\l si.gui.ent(~ modo 

(b) I~-I 12(3 l' r:; 2 sup _ et < 00 para a.gun ~>_ 

(d) e t ti(~ne una mixtura fu f.! Y"l;e con coeficientes de mixtura 

<Y.m, tales que E <Y. (1·--2/(3) < oo. 
m 

La condición (b) restringe el grado de heterogeneidad del proceso, 

mi.(\I'ltr'i.'\S que (c) contr'ola la ncwmalizac:ión en 1m g~'¿~do que pennite la 

existencia d(~ d:i stribl,lcion(~s 

asintótica 

eva lUCIdo en 

2 
() 

la 

es igual a 

frecu(~nc ia 

asintóticas no degeneradas. La vari.anza 

21tf(0) , siendo f(O) 

condición (d) 

el espectro de 

mod(~ra el gr'ado 

dependencia temporal en relación con la probabilidad de observaciones atípicas 

(veáse White (1984». 

La gen(~nüidad d{~l antedor conjunto de condiciones implica que el 

Illod(üo (1) engloba una gr'ém variedad de PGO I s. Entre estos se encuEmtra 

virtualmenü~ cualquier' modelo ARIMA con una raiz unitaria e incluso modelos 

AlmAX con una raíz uní. taria y procesos (~xógenos no integrados. 
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Con el fin de derivar las distribuciones asint6ticas que nos 

i.ntQrQsan, ~~s nncesi:l.r'io, tal como ocuY'n! l~n el marco ~~stacionaY'io, utilizar 

una suces6n de vaY'iables aleatoY'ias cuya convergencia se asegur'a a tr'avés d~\ 

dQterminadas transfurmacionns. En ténninos más precisos, en el marco no 

estacionar'io I'H~c(~s itamos cons tr'u i Y' la sucesi6n de sumas pan::iah\s {s } 
~t 

que ha de ser transformada de manera que sus elementos pertenezcan al eS~lcio 

D(O, 1) de todas las funciorws de valor real en el i.ntervalo [0,1] que son 

contínuas por la derecha y tienen lí.mites finitos por la izquieY'da. Esto se 

logra mediante 

concenty'ada 

la sustituci6n de la sede ol"i.ginal {S } 
t 

por la suces i6n 

S () _1~1/2 S [O ]-1 
~ T r :::: [Tr]' re. "- (3 ) 

donde [zJ y'epresenta la par1;{~ enter'a d~~ z, De ~~sta nkHlel"a SE! concentl"a (,j 

dominio d(~ {Yt} nn el inten/alo [0,1], indiciarnJo las obsnrvaciones 

mediante r. Así., pOY' ejemplo, si T::::100, la observación ol".i':1inal 

ind iciada por' re(O,I)O, 0,1)1), La elección d(~r-l/2 como 

nonnalización as(~gura qlH~ la s e Y'i. e tr'ansfonnada no sea ni (~xplosiva ni 

conver j a a c(~ro. Por e j emp lo s i e es i id, entonces V¡;W' 
t 

(YT)::::To-!, con lo que su desviación tí,pica sey'á d{~ ord(m OpC¡1/2) 

y, por tanto, este será el orden elegi.do para modificay' el rango d(\ {y t}' 

Bajo el conjunto de condiciones (a)-(d), tendremos que cuando 

1'-·)00, ST(r) -) o'W(r), donde "_)" denota conveY'genc :i.a d{~b:i.l en 

probabilidad, W(r) es un proceso de Wü~ney' (o movimiento Browniano) con 

var-ianza unitaria, que per'tenec(o! al espacio C[O,l] de funciones d(~ var'lable 

real en {~l intervalo [O,lJ. Este resultado d~~ convergencia se conoce como 

TeoY'ema de Donsker (vl~ase Billingsley (1968», Notes~1 que W(r) se compor'ta 

como un paseo alpatorio en ti.empo continuo, tal qU{\ par'a r fijo se di.stdbuye 

como N(O, r) y ti(!ne increlMntos ind(!pendümtes. Ad(~más, una Hxtensión del 

teorema de Slutsky para var'i.ables aleatorias estacionadas, también s~~ 

verifica en este contexto, en el sentido de que si g(.) HS cualquier función 

contínua en C[O,J.J, entonces implica 

g[o-W(r) J. Este y'esultado se conoce como 1'eor'ema de la COYTespond(~I·lc:i.a 
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Contim.la (véase Billingsley (1968». La di.f{~rencia más importante entr'e la 

teoria asint6tica aplicable a procesos estacionarios y la aplicable a procesos 

integr'ados J res ide en e] hecho de que mi.entras en la primera los momentos 

muestrales convergün a constantes J t~n la segunda convergen a variables 

alea,todas. Igualmente, como resultado de la ausencia de estacionariedad y 

er'godicidad, los TeoY'omas Centrales del límite tradicionales se sustituyen por 

Teoremas Funcionales del Limite (viase Billingsley (1968»4. 

Como i lusty'aci6n de los resultados anteriores, los siguientes 

momcmtos muestrales estadarizados convey'gen a funcionales de Wiener 

(i) (·2 E 
2 2 JI W(r)2 dI" Yt 

._> a 
O 

(ii ) T--3/ 2 1: Yt 
_ ... > O' Jl 

O 
W(r) dl~ 

(ii i) 
-··1 

E a2 /2 [W(l /.--c/ /a2] r Yt-1 €t'-> € 

N6tonse las divorgencias entre las 6rdanes de magnitud de estos procesos 

limite con los corTespondientes a los pr'oceso estacionar'ios convencionales, 

. O (_ .. 2) l,e. p I en vez de Op(T) 

OP(Tl/ 2) 

en (i), OP(T3/ 2 ) en vez de Op(T) en (H) y 

Op(T) en I/(,)Z de en (iii) . Estas diferencias iluminan las 

car'acb~rísticas no conl/t~ncionales de la consistencia y distribuci6n de los 

coeficientes que sir'l/en como base par'a contrastar raíces unitarias y que serán 

de gran importancia en la discusi6n posterior del concepto de cointegraci6n. 

Si, por ejemplo, se aplican minlmos cuadrados ordinarios (MCO) a 

(1 ), n~sul ta fácil derivar en base a los pY'oceso lími te (i)-(11i), que el 

esti.mador dE,\ la p~mdi.ente, " t--ratio las siguientes a, y su convergen a 

distribuciones limite (cuando ~=O) 

" T a ._-> 
J.[W(1)2_ a2 /a2 ] 
~L ..... __ .. ______ ._._ ... __ .. §._ ............ _ .. _ 

J~ W(r)2 dI" 
(4) 

tao _ .. O ... _> (5) 
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En (4) 
-1 

Op(T ) 

-10 -

se obser'va que a. 
en vez de 1 orden 

('(lnv{~r'ge a su vprdader'o 
·-1/2 

conv~~ncional Op(T . -). Igua lmünte, en 

(5), se obset'va que el t·· .. ·ratio correspondi.ente tione una distdbución 1 í.mib~ 

no degenerada que difiere de la distribución nOY'lnal estandadzada que sp 

util i.l.'a ~m' teor'ía asintótica convfmcional. L,'l,S distribuciol'H~S ~empíricas de (4) 

y (5) han sido obtpnidas por sinwlación y constituyen la base dp los 

contrastes dI! ra:í.t':l~s i1ni tarias, tanto cm sus ver'siones param(\\;ricds (I¡('ase, 

inter alia, Fuller (1976) Dicb!y y Fuller' (1979, 1981), Fvans y Sal/in (1981), 

Oickey ~!t al. (1986) y Dick(~y y Pantula (In!), como on IdS no par'"l\TIétdcas 

(v~ase Phillips y Ouliaris (1988) y Perron (1988». Tal como sp hizo notar pn 

la Introducción ~!ste es un tl~ma que no Sf! tr'dta (~n la prl'!sente panorúmica. 

3. COINTEGRACIOI\I y SUS DIFERENTES REPRESU\lTACIOI\lES 

En 09\;01. secci6n se extiem1e el cuncepto de proceso inte~rado, 

e)(alllinado en la sección Clnter'ior, CI un conh')(to multillar:i.anh', analizando ü] 

concepto deC:;º .. i.IJ.t~9.r.:ac:;..i: .. c~lJ, P'¡ decir la posibi.lidad de IdS r!x:i~;b~n('i.a de 

re laci.om' s lineales ('ntn! lIar-:i.ablps int('~~r',,\das qtH! r'esultan h'I'ler' LIn o n:l Pl'l 

menor de inte'Ji"ación. Fl caso más i.nteresante (~s aquel (!n que la r'('laciún 

edstenh~ es pstacionaria, 1(0), ya quP ~m psh' caso pu~'dp aplicar'sP {!] 

análisis de regr'esión conl/encional. Además, se discut<~n Lu dif~,nmtes 

reprpsentaci.orws dp procpsos cointpgrCl.dos, pntn~ los cualps la m,~s útil ps 

aquella en tónninos de Illudelos ECM, donde los agentes económicos uti lizclrl 

"spr·vo· .. ·mecanisnlo!¡" correcton's dp los E!rrOrpg com~~tidos prpviarnpnb~, dE,~ 

acuerdo con una ndación de eqt.li.libl··io pn,eslablllcido. 

Com~,n7.amos por (~x b~nd~~r la d(~fin i. ción de pi' oceso :lntogrado a un 

Sea {x } 
t 

un procpso n-dimpnsional tal quP, 

después clp Sl.lstr·a(~r· los COrnpOI'H!rltE~s dE!tE~nniní.sti.cos, tiene la si.gui{mh' 

repreSE!ntac.ic)n AIHMA rnultivadanl;(, 

CJ?(l..) x _ ... 0(l..)e t; 
t 

e ~ NI(O,n) 
t 

(6) 
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donde ~(L) Y 0(l.) son (nxn) matr'ices de polinomios en el oper'adoy' de 

d(~~fas~s t, d(~ ordml p y q resp(~ct:i.\lam~~nte. Fl poli.nomio autonegresivo es tal 

que det ~(L) tiene todas sus Y'aí.ces fuera del circulo unitario, excepto un 

n\lmero d de raíces iguales a la unidad, y il>(0):::::0(0),,:I 

De acuerdo con (6) definiremos a (x t } como un pr'oceso 

integr~do de or~en d, .l(d), si tiene la siguiente representaci6n de Wold 

(7) 

d 
donde C(L) il>')(-U-) 0(L)/[d(~t il>(t)/(l-L)], siendo il>*(L) la matr'iz 

adjunta de ~(L). C(L) es una fy'acción y'acional que admite un desarrollo en 

si d Y d r(~p('(,'sentan los 
1 2 

~especti\los 6rdenes de integraci6n de dos series tümporales, entonces 

(8) 

A partir de la representación de Wold (7), el proceso (x t } 

pl.l(~d(~ d~~scolllpOl')(~r'se (~n sus (:ompon~mt<~s inb~grados de onJ('m decY'(~ciente de la 

s i.gu i ente fOr'llla 

d (d-J) d-J 
x t=:: C( 1) (1-·1..) e t-'C (1) (1) (1- l. ) ·-(d -1) e t + ... +~;"·-"--·:-á~i-h·U .. _.,.~( l.-l.) "'-le t +C~(-( L) e t (9) 

Esta representación se obtiene mediante un desarrollo de Taylor de 

la. IlIcltr',i7. C(L) ha':lta ,,1 onJ(m (d-l), div.idi(~ndo posb~rior'm~wte por (l. __ L)d. 

Resulta fáci ImenLe clr!mostr'ablE~ que la matr'iz y'asidual C*·(L .. ) tiene un 

d(!b~Y'Ill,i,nanb' cuyas raíCi?S ~;n enCIH~ntr',:tn fUl!r'a del cí.rculo unitar'io. Dc' ,~sta 

se logy'a una d0scomposici.ón de en téy'minos de sus varios 

cOll~~nentes int~grados, que ~jede reescribirse como 

(10) 

(k) cl .. k (do.· k ) -k 
donde xt:[(-l) e (1) (1-l.) /(dk)! Jet 

II 
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Rpsulta evidpntp dp (la), quP la dpscomposici6n no es Gnica, ya que 

las 

aqup 1:1 a (!n qU(> 

los 

fonna 

:infini tas 

cada uno 

m.i SIllO i ntt'gr'ac Ión 

posibles descomposiciones de x t ' se ha 

dfo' los cornponent.E's tienl' la n!pn'sentiH:i6n 

ARIMA más sencilla. I~l~sulta clan) que (la) \f(~Y'ifica (~~,ta pl"opi(;dad y, ('.11 ('.5t('. 

s e n ti do, S t' d ('. nom i na Y'á g~~~:.9D.1P9.?i:~j~IIJ. Ca.IJ§I~):(,:<:l. 

los elementos dt' Xt;' tales que algunos (o todos) dp los componentps 

integr'ados desapan~7can. En estt' SNlticlo, s('. cld'im' a Xt; como ~:()i.rlJ~~9T~.a..(t(>:. cll'. 

onl(~n k, C(d,k) si existe un v('ctor (lxn), ('1., tal que <x, I x ~,,'.a I (d .. ··k) . 
t 

Esto (~s I a pówt i r de ( 10) 

(Y. I x t 
I (el-k) 

+ 
I (O) 

'" 1(dk) ~ ... (Y. x t +. a. x t 

La descomposici6n (11), ele acuer~o con (10), implica que 

(d·····kl-l) 
- a'e (1) = O 

es ( i:::1, ' , " d·k..¡.l), Por tanto s :i 

los espacios vectoriales 

e 
s 

~.~ 

(\ K N' [ e ( k ) ( 1 ) I J 
k:. O 

(11 ) 

( 12) 

düf:i.nimos 

(13 ) 

pod('.mos altl'.n'latil/am,'.nte definir' a x como cointQqr'dda C(d,k) si y solo si 
t; 

existe un vector a tal que a E C ya· C 
cI-k·+ 1 f 'dk 

.t='j .. ~.'!IPJ.'~ ...... .l: :;i Xt; ~~s C(l,l), (>1.10 implica que \,xist\" al 11)('. no s , un I/(C\c!:or (l'. 

tal que a ' C(1)"O, 

L.a relación ex:i.sh'.nte entn' los conceptos de cointegr'ación y eql.lilil:Jr'io a 

lar'go plazo a P<:l.t'ece ahoy'<:\ más nítida, Una mal'\(~t'a natlJl"al de d"finir' (<1 
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eql~i.libr-io entY'e un conjunto de IIi.H'iabh~s es postular una relación del tipo 

Ct'x::O. Por ejemplo, si se supone qUf~ una ci{!r·ta proporción Y de los 
t 

aumentos Nl la pr'oducti.llidad laboral (q en logaritmos) se traslada a aumentos 

011 el salario n~al «w··_p) (111 logaritmos), entonces, en equilibrio (apar'te de 

constantes), se lIerifica la relación w-p:"Yq. Por' tanto si w····p-··Yq::::O en 

cualquier periodo t, el mercado de trabajo estará en equilibrio (nótese que si 

y:::: 1 , la y'elación py'evia representa la condición de py'imer or'den de una 

empresa competitiva con una función de producción Cob~~)ouglas). Es claro que 

los salarios reales tenderán a responder con cierto retraso a los cambios en 

la productillidad y la foy'ma ,~n que se restaura el equi librio puede ser un 

proceso complejo. En este caso, la perturbación e :::w _ .. p --Yq 
t t t t 

mide la 

desviación de la re lación de oquilibrio, o desequ i l:LbY'Ío, l~n el período t. Si 

(w···p) y q están co:i.nt(!gr'adas, entonces, de acuerdo con las definiciones 
t t 

antedcwes, la cleslliación e ha de s(;~r 1(0). Una forma obvia d{~ contrastar' 
t 

esta t;(;'oY'Ía es deter'minaY' el or'den d,~ integración de e t . Si no es posible 

recha¿ar la hipótosis nula de una raiz unitaria en e t , no existirá un 

mecanismo de ajuste de los salarios reales a su lIalor de equilibrio, en cuyo 

caso la relación postulada constituye un concepto irrelellante. La teoría 

económica sugiere muchas relaciones de equilibrio similares a la anterior, por 

ejemplo, consumo y n'nta disponible (Campbell (1987) y Banerjee y Dolado 

(1988»; tipo de cambio nominal y nivel de precios relativos (Edison y 

Klolleland (1987); renta nominal, tipo de interés y saldos nominales de dinero 

(Hendry y Ericsson (1986) y Dolado (1988», tipos de interés a corto y largo 

plazo (Campbell y Shiller (1987», etc, La contrapartida estadística a las 

anteriores n~lacion,~s de equilibrio es l.a existencia de cointegración entre 

las variables previamente mencionadas. 

El ejemplo anterior' tiene también la lIirtud de ilustrar varias 

características del conc(~pto de coint(~gración. Así, por ejemplo, si wt y 

p (~stán cointegradas C(d, b), el vector de cointegración ha de ser único ya 
t 

que si existiese cualquier otra combinación lineal independiente de la 

anterior, s i(~mpnl se podr'ía expl"(~sar una variable l'ln téy'minos de la otra 

añadiendo o sustrayendo wt(o Pt) que es I(d). Sin embargo, cuando se trata 

de más de dos lIadables, por ejemplo wt ' Pt y qt;' entonces pl~ede existir 
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más un ASl p'" W ::: ... ¡3e¡ 1"('PI"PSPI',tar':í.a una 
l; l; t 

"cuac ión dle prec ios de "mark"\lp", que co(~x i s te con la n~ lac ión de sa L;\I'" los, 

NóteSE,' qLI~' si. ~~xi.sti(~5pn, pn (~sU~ caso, tn~s vücton~s indüpNH;I:i(,l'lt\~S, pntoncps 

las tres variables serian estacionarias y cualquier relación entre ellas 

tambi~n spria üstacionaria, con lo quP el concepto dü cointegración está vacio 

de contenido, 

La exi.stpncia de cointpg~ición tambi&n posibilita la identificación 

de modelos que t}n un cont(~xto estacional"i.o no estal"J.an idontificados, Para 

ilustrar ~'stp hücho, consid('r'(~~;p (~] s:i.gui.,~ntp pj(~mplo tornado el" En(;)le y 

(1987), Supóngase quP X "(y L)' tOO t' -t está generado ele acuerdo con 

el siquiente P(~D 

y +13 z -"" v \1 ..... 
PI 1/ +e 

t t t t t ····1 1t 

Y ·+'a, z ~ ... u u t ~ ... P2 u +e ( Ji¡ ) 
t t t t 1 2.t 

Rüsulta claro que si Yt y 7 t , fuesen estacionarios, entoncps 

a, y 13 no estarían id'!I't'\;ificados, Sin Pl1lbar'go, dpp",~ndiE'nd(l d"J \/alcw tornado 

por los pa~~metros p. 's, surgen los siguientes cuatro casos 

(i) 

(i :i,) 

p < 1; 
2 

coi.ntt'gl"ac ión 

1 

implica quP 

(:1 ,a.) . 

suficiEentemünte! grande!, la 

Yt y 7 
t 

l\Jót{~sP que 

pQr·t;urbación 

son 1(1) y el \/(~ctor' cI(! 

par'a un tamaño mUE! s tra 1 r 
\/ 

t 
tEwd Y'á una \/ar'idnza qUe! 

l:i¡~nde a infinito. Por tanto, cualqui(~r método dc' minimice! la suma de 

cuadr'ados dE> los t'esidl.los, pondel"ada o no pOnd'!I"ad,iI, id"ntificiiwá la 

p < 1 , pi' 
1 2"" implica, s il1lótl"ic(;\I1H~nt(' al caso ant,~I"ior', y 

Zt son 1(1) y el I/(~ctcw i.düntificado cI(> cojntegr'ac:i.ón es (1,13) 



-15 -

(ii i) p ··P ····1' e 2-' , implica que Yt y Zt son 1(1) pero no existe ningún 

vector de cointegración 

(iv) P1 < 1, P <1; impl i.ca que Yt y Z son 1(0), lo que provoca 
2 t 

falta d~' identificación, 

Finalmente, nótese que aunque la discusión previa ha sido 

desarrollada en tér'lllinos de un marco de relaciones estáticas entre variables 

integradas, no existe razón alguna para ignorar la existencia de relaciones 

dinámicas de cointegraci6n, Por ejemplo, supóngase el siguiente PGD 

(15) 

e, ~ niid(0,cl)(i:=1,2), E(e't e, ) ,= O 
J. t J. J." J s 

Se deriva de (15) que y y z son 1(2) y de la prim(~ra ecuaci6n 
t t 

se der' i lIa el vector de cointegraci6n (l,._.f3-'Y) que produce una combinaci6n 

lineal de que es 1(0), Nótese que C(2,1) 

y, por tanto. necesitan asoc.iar'se con otr'a 

Yt y Zt son 

variable 1(1), ~ Zt en este 

caso, para lograr una condici6n necesaria de cointegración, 

Una vez que el concepto de coi.ntegraci6n ha sido analizado, es 

importante examinar las restricciones que impone sobre las diferentes 

representaciones AR o MA que se d~~rivan de la r'epresentación general AR1MA 

(~xpresada en (6). En linea con el ar'tículo de Engle y Gr'anger (1987), 

comenzaremos por analizar' el caso más sencillo de la clase de Teoremas de 

Representaci6n. que corresponde a ql.le x sea C(1, 1). Por tanto cada elemento 
t 

del vector xt ' xit ' es 1(1) y existen combinaciones lineales de dichos 

elementos que son I(O). El siguiente conjunto de resultados se conoce en la 

li teratura como Teorema de Repres,mtaci6n de Gr'anger5 
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Sea {x t } un proceso estocástico n-· .. variante C(1, 1.), tal que 

exi sten r' vectores de cointegr'ación (r<n"-l) agrupados en la matriz (nxr) I', 

Enlonces existen las siguientes representaciones 

i) Representación MA 

A partir de (7) con d::::l, xt s igue el pl'''OC(~So i"lA 

(16) 

y de acuerdo con (11) 

(l'C(1)::::O _ .. ) I"C(l):::::O (1.7) 

Por tanto, las fi las de r pertenecen al espacio k\~r de C( 1) " Como El 1 número 

de filas en C(l) es n, igual al rango más la dimensión del espacio ker (viase, 

por ej~~mplo Ohryymes (1978», se sigue que 

rango C( 1) - n-"r (18) 

por lo que C(l) no tiene rango completo 

ii) Representación AR 

L.a representación (7) puede reescribirse en forma AR 

(19) 

donde 

A(L.) C(L.) = 1-L. -> A(1) C(l) - O (20) 

Por tanto, las filas de A(l) pel"l:enecen al espacio ker de C(l)' y a 

partir de (17) puede escribirse del siguiente modo: 
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A(1) - Br' (21) 

donde B es una matriz (nxr). Puesto que A(l) e ker C(I)' se sigue que 

rango A ( 1) -- r (22) 

Dado que A(l) es singular, la representación VAR será tal que los 

procedimientos numéricos uti !izados para calcular la representación MA 

resultar'án altamente inestables, signo de multicolinealidad, lo que dificulta 

el análisis de multiplicadores en las funciones impulso-respuesta. 

iii) Representación ECM 

Uti lizando un desarrollo de primer orden de Taylor de A(L.) 

alrededor de L=l, se obtiene 

A ( L ) - A (1) + A* ( L ) (1-··L ) (23) 

donde el determinante de A)(-(L) tüme sus r'aíces fuera del círculo unitario. 

Sumando y n~stando A(1) L a (19) y utilizando (21). se obtiene 

(24) 

donde A')()(-(L) = A(l)+A·)(-(L). Por tanto A**(O) = A(l)+A*(O) y, dado (23). 

A**'(O) ::.: 1. Consecuentemente, (24) puede reescribirse en términos de un modelo 

multivariante ECM 

(25) 

Nótese que en la representación (2~'» la existencia de cointegración 

se deriva de la presencia de los niveles de las variables, de forma que la 

estimación ele moelelos VAR en diferencias dará lugar a errores de 

especi ficación s i las variables están cointegradas. Igualmente la estimación 

de modelos VAR en niveles que ignoren las restricciones (21) presentan graves 
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problemas al obtener la representación MA, tal como se comentó pr'eviamente. 

Sin embargo, Sims et al (1986) han demostr'ado recient(~mente que en un modelo 

VAR donde existen relaciones de cointegración entre las variables, siempre que 

cualquier var'iable pu~~da ser escr'i ta como variable estacionada con media 

cero, por ejemplo !J.Yt' !J.x t y (Yt-1""·Q'.x t - l ) y sus desfases, en un 

modelo bivar-iante, sus coeficientes se distdblJir'án normalmenh) de acuerdo con 

la teoría asintótica convencional. Como ven~mos posteriorm,mte, \~sto no es 

completamente cierto cuando se tr'ate de los coeficientes del propio vector' de 

cointegración. 

La representación (25) también ilustra la conexión existente entre 

los conceptos de cointegr'ación y "causalidad de Granger". Por ej,~mplo, si se 

trata de un sistema bivar-ianh\ d~)b~)r'á haber causalidad en la d:in~ción z ..... > y 

si el segundo elem\~nto de la matriz B, ql.le es (2xl), es nulo, o en la 

dirección y ..... ) z si es el pdmer elemento el que es nulo. Si ambos eh)mentos 

de B difienm de cero, entonces existe causal:i.dad en ambas direcciones y 

ninguna de las variables puede consid~rarse conm débilmente exógenea con 

respecto a los parámetros de la otra ecuación (v4ase Engle et al. (1983». En 

este ~ltimo caso existen restricciones no lineales a través de las ecuaciones, 

y para su estimación eficiente se neces:i.ta un procedimiento de infor-mación 

completa 

iv) Representación TC (Tendencias Comunes) 

La idea subyacente a esta representación, tal como ha sido sugerida 

por Aoki (1987) y stock y Watson (1989), es que si un grupo de variables están 

cointegradas, deberá existir un conjunto de tendencias estocástics comunes que 

guien las representaci6nes ARIMA de las variables individualmente. Estas 

tendencias comunes desaparecerán mediante el uso de determinanadas 

combinaciones lineales entre las variables. Con el fin de ilustrar este método 

de descomposición, utilicemos una versión de primer orden de (10) cuando d=l, 

obteniendo 

t t-i 
- C(l)x(l)+ E [ E 

t 1 O 
(26) 
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C(l)x.~1) 
i. Cl) 

1~ [: r C,]e, xt _ ... .. 
1. t--i+l. J 1 

Las t(~ndencias estoc,bticas 
t 

vienen dadas por x(I)= E el' , 
t 

(27) 

mientras 

que el segundo tórmino en (27) es estacionario, para t suficientemente grande, 

dado que las matr'ices e, dN~aen exponenci.al.ment() para sufici.entemente 
J 

c:¡y'ande, A p¡;u"til" dE~ (l8) sabemos qU() ('1 rango C(l) es n-r y por tanto existen 

(n-r) tendencias conwnes en en el sistema, de ahi la denominaci6n Te para esta 

repn) s ('I'ltac ión , 

Con el. fin el" il.ustxcH' las difer'entes r'epn\sentaci.ones examinadas 

en esta secci6n. consid~rese el siguiente ejemplo 

MA 

Así. PU(~s 

Supongamos que X ::::(y ,z )' 
t t t 

(
la, 61. 

.] 
( :1, .... 0, 21.) . o . 2. L 

tiene la siguiente representaci6n 

O, SL ) 
e 

1·-0,61. t 

( o. ':) 
C(1)-O,2 t) Ol,~) .} Y'ango C(l).- 1 

l') 

Por tanto; Yt y ~t son C(I,I), El vector de cointegraci6n. 

normalizando el coeficiente de Yt • es oc':(l.-2.) 

Invirtiendo la matriz MA, se obtiene la repesentaci.ón AR 
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(1 0,61 -·0,81 )(lIt) et 

-0,2L 1--0, ClL ¿t 

donde 

(
0,4 

A (1), 
0,2 

-···0 n) 
, ... > t'ango A ( 1) - 1 

O; t¡ 

Nótese a partir de (21) que 

A( 1)- Bcr.' .. - (C.) '.4.) (1,-2) 
.. (), '2 

Por tanto la n~presHntación EeM 1/ :Lpne dada por 

(V) í O '1 \ Y ...\ . t ' ti 
(l-·L) .. ' "l._O?) (1'-"'2)( ..... ) + e t Zt \ , - \Zt_l 

En Hste caso exi.ste causalidad (~n ambas direcciones, Finalm()nte la 

representación Te I/iene dada por 

Ct) (",5 
Zt·: 0, 2~i 

1 )('~1)) 
r .. (1) 

O,.) Zt 

con Cj'- (O, 2) j (--'0 , ~.i 
O, 2~) 

NótesH que en la rHprHsentación 

tendencias comunes (1) . (1) Yt y Zt 

i ro 

l: 1: í.: 
1 t·i+l 

1 ) 
r' -···0, .) 

cj]ei. 

re, el producto interno e\'.' x 
t 

~~ l.:lmina las 
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En esta sección se extienden los teoremas de la sección anterior, 

con especial atención a la representación ECM, a casos en que el vector x 
t 

tiene más de una raíz unitaria o posee raíces uni tar:las en las frecuencias 

estacionales, Con el fin de' i lustrar' la forma de proceder en casos más 

generales, consideremos la representación ECM en los casos de una doble r'¡úz 

. . ( )2 d ,.. 1 f . 1 ( 2 ) unitaria l-L y e una ralZ unltarla en a "reCUencla semestra, l-L . 

Supongamos que {x } tiene la representación de Wold 
t 

donde C(L) puede desarrollarse del siguiente modo 

con y 0(' (L .. ) es invertible, 

existe un vector de cointegración ~ tal que 

~Iy := ~Iy .. _ O 
1 2 

A partir de la representación VAR, se obtiene 

A(L) C(L) = (I_L)2 -) A(I) C(I) = O 

por lo que A(l) puede escribirse como 

A(l) == B~' 

Supongamos 

Derivando (31) con respecto a l y evaluando en l=l, se obtiene 

(7.8) 

(29) 

que 

(30) 

(31) 

(32) 
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A'(l)C(l) + A(l) C'(l) :::: O (33) 

Utilizando (30) Y (32) se sigue que A' (I)C(l) - O, de forma que 

A'(l) puede escribirse en la forma 

A'(l) -. O oc' (34) 

Uti lizando un argum(~nto similar al usado en la obtención de (25), 

una expansión de A(L) similar a (29) conduce a la siguiente representación ECM 

A** ( L ) l\ 2 x :::: -Boc' x - ( B-O ) a. 'l\ x t-l + e t t t-l 
(35) 

con A')Of(O) - I 

Supongamos que {x t } tiene la representación de Wold 

(36) 

La matriz C(l.) puede escribirse como 

'Y 2 
C( L..) "" 'Y 1 (l_.L..) + 2 (l+l.) + C*( L.)( l-·L. ) (37) 

donde 'Y 1 - C(···l )/2, 'Y 2 :::: C( 1 )/2 y C*(L.) es invertible 

A partir de la representación VAR 

A(L..) C(l) :::: (l-l)(l+l) -) A(l) C(l) - A(-l) C(-l) :::: O (38) 

Así pues, habrá cointegraci.ón en la raíz (1+L.) si existe un vector 

de cointegración ocI tal que 

similar habrá cointegración en la raíz 

que oc' 'Y ,::(t' C(l):::O. 
222 

Por tanto 

oc'l'Y1::::oc'l C(--l)=O. 

(l·-L.) si existe un 

podemos expresar 

De forma 

vector oc2 tal 

A(1)/2=Boc' y 
2 
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A(--1 )/2::::Oa ' 1 , Uti lizando el desarrollo (37) para A(L) se obtiene la 

representación ECM 

(39) 

con A*-)(O) - 1 

Nóh'se que 

segundo término ~m el 

si no existe cointegración en (1+l.), a::::O y el 
1 

lado d~1recho de (39) desaparece. Igualmente si no hay 

cointegraci.ón en (1---l.), a ::::0 y el primer término no aparece en (39). 
2 

Argumentos simi lares pueden uti lizarse para obtener las 

n~prosentaciorll~s ECM par'a otr'as frecuencias estacionales (en el caso de 

periodicidad tdmestr'od_, véase Engle et al. (1988) y Banerjee et al. (1989» e 

incluso cuando (>xisten r'aíces lm frecul!l1cias regl1lar(~s y estacionales (véase 

Osborn et al. (1989». 

4. ESTIMACION, CONTRASTAClON y PREDICClON EN SISTEMAS C01NTEGRADOS 

En esta sección se discuton a~¡pectos relativos a la estimación, 

contrastadón y predicción en sistemas cointegrados. Con el fin de simplificar' 

el análisis 1 imi tarE~mos la discusión a sistemas C(l,l), ofreciendo 

generalizaciones cuando sea necesario 

Considérese el pr'oblema de estimar el vector de cointegradón 0'. 

en el siguiente modolo estático 

a I X --- e . t -- t (40) 

Si todos los elementos de xt son 1(1), en general cualquier 

combinación de dichas variables será 1(1), excepto en el caso de la 

combinación linoal ddda por el vector a. Por tanto, casi todas las 

combinaciones 
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1 ineah~s darán 1 ugar' a pr'ocesos varianza asintóticamente inf:i.ni ta. 

Dado que un pr'ocedimJ.t'nto sencillo de estimación, corno MCO, min:i.miza la 

varianza de e t , (~l vector estimado o:., después de normalizar a la unidad el 

co(,ficiente de una de las variables, n'presentar'á una excelente apr'oximación 

al verdadero vector de cointegración a, si es que éste existe. 

La sencillez d(d. n,sultado ant;,~I~ior' explica, en gr'an pl"opor'ción, 

por qué el i.nterés en el concepto de co:i.nt~~gr'ación ha (~xplotado como si s(' 

tratase de una sel"l.e integr'ada. Ello impl ica que par'a pat"anH~tri.zar una 

relación de pquilibdo a largo pl.azo pntre un conjunto de var'iables, todo lo 

quP se necesita es pstimar, medi.ant(1 MCO, una r'egr'esi.ón estática entr'e dichas 

variables. Esta regresión puede incluso pstimal~se (~n la pri.m(~ra (~tapa del 

proceso dp especificación dinámi.ca, tal como sugiel"('n EnglE! y Gr'¿mger' (:I9B?) 

en el procedimiento en "dos etapas" que discutir'á posterionmmte. En cualquier 

caso, di.cha regresión puede utilizarse como un contr'aste inic:i.al qlJe indique 

la med ida en que las pred i cc iones de (~qu i li brio sug(~ddas por la bwría 

económica t\stán en consonancia con los datos disponí blps. [k' (~sta nlanf"ra %' 

tendrá evidpncia dp si es fructifpro emplear recursos posteriores en la 

modelización de la dinámica a corto plazo, alrpdedor dp la relación dp 

equilibrio, tal como ilustra la rppresentaci6n ECM. 

De acuerdo con la discusi6n antprior, el estimador minimocuadrático 

de cualquier \lector' dp cointegraci6n conver'ger'á rápidalMnte a su v(~I~dadero 

valor. Para analizar esta propiedad consid~rpse el siguiente PGO 

Yt 
_. a. z + e t e t 

_ .. ( l-·pL)'; I pi < 1. 
t t 

{j z - .. e 
t t 

.. d ( 2) 
';t .. d ( 2) 

E(€t';s) €t N nl1 0,0' , ~ nll 0,0'.;; € _ .. 

° 
El modelo que se estima ps 
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lo que da l~gar al siguiente conjunto de resultados 

T(a-··a.) .".) f 1 (W 

1/2(1\) f ( ) T ~ ""> W 2 
DW " ... > 2 ( l.",o ) 

donde f. (W) r'epr'esentan gE,méricamente funcionales de procesos de Wiel'H~r del 
1 

tipo (i)-(Ui) en la Sección 2. (véase Stock (1987). I...ca. int¡~rpn'tación dE,' los 

resultados ilustra claramente la discusión infonnal previa. La pendiente 

e s timador' 

velocidad 

en la 

Op(T- 1) en vez 

estática converge 

de OP(T- 1/ 2 ) conm 

a su ver'dadel"o valor' a. 

ocur'n~ con s(~r'ies 1(0), 

intuición es clM'a ya que 1i se computa con el r'atio de una covarianza, que 

de acuerdo con (i i i) e s Op (T"··1) , re s ppcto a una val" :Lanza, qtA(} d(\ acuN'do con 

(i) es Op(T-2), dado qU(' tanto Yt eomo Zt son 1(1), Por tanto el sesgo 

es Op(T··'l). Sin embargo, el 1>ratio d0 (1, tiene una d:i.str':i.bución limite no 

degel'Hlr'ada que, (~n gen(~ra 1, no eo i nc tde con la nor'ma 1 e s tandari zada por lo quo 

los valor'es r'eportados dE,' dicho estadí.stico car'ect'n usual.montü de ~)(mtido. 

Puesto que, en (~ste caso, tanto 

compom~ntes han 

consistentemente a cer'o, pero a una 

correlación m6ltiple R2 tambi~n es 

como 

sido 

velocidad 
" .. ] 

Op(T ') 

Zt can~con df~ d(~riva (lo's 

sustr'aidos), p. converge 

Op(r"··J./2), El coeficj.(~nt(~ d(} 

consisb~nte de la unidad, 

rüfl.ejando el. hecho de que en un modelo bivariante cointegrado existe un 6nico 

vector de cointegr'ación, por lo que el producto de las p(~ndi(~ntes (~n las 

regr'es i.ones d(' y sobr'e Z y eh, Z sobre y, es la unidad. Esta car'ach~rí.stica 

s(~rá (~xplot:ada postf>.riorm(~nte, FinalI1H>.nt:e, el. f>.stadí.stico Durbin··Watson (DW) 

converge al resultado estándar', bajo el supuesto si.mplifi.cadc.w de una 

perturbación AR(l). 

Un i.mportante t()m¿~ asoci.ado a los y'üsultados anteriores se r'(\fi.er'e 

a la existencia de Sf~sgOS de simultaneidad o e r'I"ore s en l.as variabl(~s, Los 

sesgos que apar'ec(~n en d:i.chas ocasiones, s€,' del~ivan de l.as cOrl"el.acionps 

existentes f>.ntre los n>.gresores y las per'tuy'baciones, que normall1\¡~nte SP 
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suponen de orden Op(T). Sin embargo, dado que, por ejemplo, en el modelo del 

Ejemplo 6, r. Zt e t tiene un or'den probabilístico inferior al de 
2 r. Zt' tales sesgos desaparecen asintóticamente. Ello implica que, 

términos de consistencia de los estimadores, ninguno de los problemas 

anteriores importa. 

Considérese el modelo canónico de errores en las variables 

Yt ." a Z * t 
+ ut 

z. 
t 

.- Zt * + e 
t 

El estimador' MCO d!~ (3 es tal que 

l . ~ Q 2 / 2 Q 
p. 1m ~ - ~ a x* a x < ~ 

Por tanto (3 está sesgado a la baja y además no está identificado, 
2 

puesto que o·x.)(- no puede estimarse a partir de los momentos muestrales. 

Mar'avall (1979) discute condiciones generales bajo las cuales la 

identificación de (3 es posible. Estas condiciones explotan ciertos rasgos de 

la dinámica del modelo. Por ejemplo si se conoce que 

entonces 

x* t 

pUm (3 

I pi < 1; 

-1 
.- (1+'Y) (3; 

Puesto que xt sigue el siguiente proceso ARIMA 



entonces 

partir' 

si x* 
t 

es 

p, 
2 

(J 
e 

y 

los monwntos 

1 (l), i . e. 

2 
o· 

11 
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pueden 

muestrales y 

p:::::l, entonces 

estimarse 

xx 
y::::O 

y 
x x··-1 
y f3 

~nican~nte a partir de E, que es consistente. 

consi.stentemente 

y y xx--2 
plJede ser 

Sin embargo, 

identifi.cado 

Este resultado tiene implicaciones importantes para determinados 

argumentos quü abundan en textos de macroeconomia. AsJ.. por ejemplo, Friedman 

(19 1:>7) (~xplica la dillerg(incia exist(!nte entre las estimaciom~s de las 

pr'opensi.ol'1üs nwdia y mar'ginal a consumir' en base a un argumento basado en 

"errores en las lIariabl.es", i.e. la confusión (~ntre n~nta actual y permanente. 

Si la n'l1ta si.gue un pl"oceso integrado esb~ ar'gullHi!I1to no es válido, tal como 

s(~ ha v:i.sto prellianH~nte. Stock (1988), aplicando la b,oda asintótica de 

~'>V'()cesos de Wiener', d¡~muestr'a qlH,! la pr'opensión mar'ginal a consumir' pr'esenta 

un sesgo n(~gat:i.lI() de 0,).1:) (i!I1 la n'gres:i.ón ¡~stát:ica d(, consumo sobre renta. 

Ajustando dicho Süsgo, dümw,stt·'a quü al1lb~As ~'>V'opensiones son aproximadamentt~ 

igual a la un:i.dad. 

El resultado más importante de üst sección se refiere a la 

"sup¡~r'''consist(~ncia'' d¡, a.. Sin (~mbar'go, tal como S(, apuntaba \,n el párr'afo 

anb~r':ior', los S(~sgos, a pesar de ser op(T·-···1), pued(!I1 ser impor'tantes en 

muüstral finitas. 
·-1./2 

SupóngaS(l qU¡, los ratios d(~ conllergencia de dos esti.madores 

fuesen l y 
10 ···1 

lO -1" en esh' caso se necesi.tarian mw~stras muy 

gr',iindes par'a que segundo estimador dominase al primero. En un amplio ~,studio 

de Monb~···C:arlo, Banerjeü ¡"t; al. (1986) examinan los sesgos derillados de la 

regresión estática. Dado que el coeficiente de correlación m61tiple R2 

1 JI.' _ ... ] 2 
conv~~r'g~~ a . a uni(~ad tam~)ien a velocidad OPU .), proponen (1-·-R ) como una 

apr'oximación al sesgo. Por' ejemplo si. S(l supone un PGD como en el. Ejemplo 7, 

entonces la relación entre sesgo y R2 resulta ser 

/'. 2 _ .. -··1 
a. - a. - a.(1-R ) + Op(1 ) (41) 
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Si T es suficientemente grande, a:::: 1 
2 

Y R :::0.90, ('d valor de (1. 

estará alr'üdedor' dp 0.9, lo qlH) implica un S()sgo a~lr'ec:iab1ü. EsU~ resultado 

sug:i()n~ que las relaciones de cO:Lntegr'ación estimadas en modelos l~státicos con 

R2 no muy CN'canos a la unidad, del'wn int;(\I~pr'etar's~) con esceptic:imo (véase, 

por' ej(~mplo, Campbell y Shiller (1987), dond(~ el R2 de la r'e1ación (~ntre 
tipos dü intN'és a ccwto y lar'go plazo es 0.8). Sin (\mbar'go, n'suIta 

important(~ destacar' que en (ü contexto de n~gres:lón múltiple, el R2 d(~ una 

ecuad ón 

que un 

s iempn\ aumünta cuando se 

R2 alto no es condición 

r'educ idos. 

introduc(,) una var'iable adicional, por lo 

npcesaria para la obtpnción de S(lsgOS 

En el Ejemplo 7, el PGD es esencialmente (~státi.co, con lo que el 

modelo reproduce las car'acterísticas del PGD. En gerwral, cuando la relación 

entre Yt y 2t sea dinámica, el modelo ()stático l.Taslada toda la dinám:ica 

al residuo u . Los tér'minos dinámicos pueden r'(\paraml~tr'izar'se (,\n ténninos de 
t 

lfolr'J.ablp r(O), pn la for'ma I'IYt_i' I'Iz t _i y (y-a.z\._i dondü los 

valores de i düppndürán dü la naturalüza dü1 procüso ARIMA multivariantü quü 

genere x::(y, z) " tal como Sl! muestra (·n la r'l~pn~sentac:ión ECM de un 
t t t 

modelo C(l,1) dada Nl (2~»). Con ül fin dle ofrücür una simple ilustr'ación d(\ 

este hecho sustitúyase la primera ecuación en el PGD del Ejemplo 6 por 

•• J ( 2) n ]'1(, O, (J 
€ 

(42) 

La expresión anterior puede reparaml!trizarse como 

donde a 

Yt-· .. aZt+et 

Puesto que f.l y 
t 

correlación s(~dal. Phillips 

(43) 

y f.l Z son r(O), e es reO) y contiem~ 
t t 

(1988) demuestra que es precisamente la presencia 

de correlación sürial en e , el motivo dü obtünür sesgos en la estimación dü 
t 

a. en muestr'as finitas. Una alter'nativa obvia es la estimación a 

directamente el. partir' de (42) (cuando Z s(~a débi 1l1H~nte exógena, como en e 1. 
t 
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partir 

can~ce 

~ A _.1. A A 
del ratio ,' .. ;(1 (t1) (a1 h13 ). 

de correlación sedal. Banerjee et 

al. (1.986) comparan, mediante simulación, los sesgos que se obtienen por ambos 

mitodos, regresión estitica y dinimica, obteniendo una clara ventaja del 

mitodo dinimico. 

Finalmente, otra importante i.mpÜcación que se deriva de la 

existencia de cointegración, es que, en contraste con el anil.i.sis estindar de 

regresión donde la multicolinealidad se consi.dera un problema, en el contexto 

de sistE!mas cointegrados dinimicos, su existencia es esencial. Por ejemplo, 

considérese el modelo (42) reparametrizado como 

f1y ::= a f1 z +(a'-l)y +(a +a )z 
t 2 t 1 t-··l 2 3 t-·J. 

(1¡4 ) 

Típicamente Yt-.. 1 y z . 
t-·1 

colíneales 

consecuentemente sus t-ratios s(!rin baj os. El iminar cualquier'a de las 

y 

dos 

variables seria una solución desastrosa al probema de multicolinealidad, 

puesto que en ese caso el regresando seria reO) y el conjunto de l¿s 

regresores, 1(1). Siendo 1(1), los segundos momentos de Yt .. -l y Zt._l son 

muy grandes relativamente a los de f1 Zt y, por tanto, cuando la matriz 

(X'X) se invierta, 

"quas i··-s inguladdad" 

la submatdz que 

correspondiEHlb! al 

incluye 

vector 
Yt-··l 

y z 
t-··l 

tendri una 

de cointegración (1,"'-(1) . 

Esto, sin embargo, no es un problema, pues todo lo que se necesi.ta es 

raparametdzar (44) en la forma ¡:.:r..M, esto es 

(45) 

donde los regresores son ahora mucho menos colineales. En este sentido, la 

presencia de multicolínealidad es un signo de la existencia de cointegración 

en la relación estimada. 

Una vez qW! el vector de cointegración a ha s ido estimado a 

partir de una regresi.ón estitica del tipo (43), Engle y Granger (1987) 
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sustituir' ~ 
t--l 

en la repr'esentación [CM, por' ejemplo (45) , y sugiel"('n 

~~ s t imal" ('1'1 uncJ\ segunda etapa los paránwtr'os 0', y 0', asociados a 
1 2 

las 

I/dt'.i.abll!s 1(0). La 

('''0 L ¡.rnadu!" 1r:, ()n 

intuici6n subyacente a este procedimiento es que el 
-·1 la pI"iIlH)r'a (~tapa, es Op( r ), mi¡)ntTas que los estimadores 

A A 
(Y'l Y C1.2 ' en la segunda etapa, son OP(T, .. ·l/2), Engle y Granger 

demuestTan que los estimador'es en dos etapas de los coeficientes d{> una 

ecuaci6n p~H'teneCÜ)I'lte a un sistema FCM, utilizando el. como verdadero valor, 

thlnen id?1I1ticas distribuciones limite a las obtenidas a partir de estimadores 

máximol/erosímiles que utilicen el I/erdader'o valor de 0'., Aplicaciones 

I"('cientes de esta metodologí.a d{~ estimaci6n, sE,~ encuentr'a, inter alia, en los 

tr'abajos de Hall (1986), Jenkinson (1986), Campbell y Shiller (1987), Campbell 

(1987) y Andrés et al. (1989). 

lal como se mencionaba prel/iamente, un procedimiento alternatil/o de 

(~stimaci6n en dos etapas, consistü en estimar directaln<~nte el. a par'tir' de la 

dinámica, del tipo (42), obteniendo ~ 
0' .. Banerjee et al. (1988) 

dümuestran los estimadores obtenidos por este procüdimiento tienen las mismas 

pY'opiedad~~s que los anted<.wes. AdHmás de la posible reducci6n en sesgo de 

este segundo procedimiento (I/éase Banerjüü et 

d0bilm(~ntü ex6g(~na, es posible demostxar (véasü 
.. ' ~ 
1(0';"'0'.) es asintóticamenh\ normal mientr'as 

al. (1986», cuando Zt es 

Dolado y Ericson (1989» que 

que T(t.·()';) no es normal, 

cuando el modelo tiüne dinámica. Puesto que muchos modelos de regresi6n pueden 

como distribuciones condicionales aut6nomas o, en otras 

palabr'as, los n!gresores (m dichos modelos son débilm~mte ex6genos, en estos 

casos puede llevarse a cabo inferencia sobre los coeficientes de las I/ariables 

que aparecen en la relaci6n de cointegración. 

Corno una critica adicional del primer procedimiento en dos etapas, 

Gour:i.(~roux ()t al. (1987) ()xaminan las velocidades de conl/ergencia de O'. y 

0'., bajo exoc:wneidad débil, cuando las var'iables son I(d). Se analizan tres 

casos de no üstacionariedad, incluyendo diferenciación fraccional, i.e. 

O,5<d<1, 
-(2d--1) 

T , 

todos los 

d:::·1 y 

T·-1 
d > 1, 

·-1 
y T 

6 
casos . A 

~'ncontrando que 

mientr'as que 

los gr'ados de convpn:j('l'lcia de G: 
~--d 

l~ correspondientes a ~ son T 

la vista de estos resultados, resulta claro que 

son 

~ 
o'. 
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converge más rápidam(~nte que ~ a su verdadero valor en todos los casos, 

excepto cuando d:=1. Dado que d::::l es un caso tan especial, de ello se deriva 

cierta desconfianza hacia el procedimiento estático en dos-etapas. 

Finalmente es necesario destacar la importancia de imponer las 

raices unitarias, que se conoce que existen a fin de llevar a cabo inferencia 

sobre el vector de. cointegy'ación bajo la hipótesis de cointegración, Tal como 

se mencionaba anter'iormente, Sims et al, (1986) han demostrado la posibilidad 

de aplicar' técnicas estandar de contrastación en modelos VAR con regresares 

integr'ados y en py'esencia de cointegración. Sin embargo, este resultado no se 

ved fica cuando se ty'ata de hacer infer(~ncia sobre los parámetros del vector 

de cointegraci.ón (véase Phillips (1.988) y Dolado y Ericsson (1989», tal como 

se ilustra en el siguiente ejemplo 

Considérese el siguiente PGO 

Supongamos inicialmente que se impone Como las 

perturbaciones están corr'e lac ionadas ha de estimarse por máx ima 

verosimilitud, que corresponde a estimar 13 por MCO en el modelo ampliado 

donde Y::::PO'/o'z y E[wteZt]:::O' Puede, entonces, d(~mostrarse que, 

de acuerdo con (i )_.( ii i) en la Sección Z 
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t t 
donde Pt('~ E 10 ,)-) Ver') Ij S (:~ E w, )--> W(l~), Dada que, por consLr'ucción, V Ij 

1 21 t 1 1 

W 50n procesos de Wiener independientes, es posible demostrar que el funcional 

de Wir!ner anb~rior sigue una mixtur'a de distd.buciones nor'mal~,s (MN) véase 

Phillips and 
2 2 

N(O,a2O" /2), _w 

(1988» a la di s tri buc :i.ón 

Sin embargo, si 0',,,:1 no s~' impom~, sino que a. s~~ estima, 

entonces espos:i.ble demostrar que ~~l estimadol~ maximover'osímil de f3 (m est(~ 

caso, es tal que 

corTespondp a (4) (con 

pr' i.11)(~ 1" 

2_ .. 2) o -···0 , 
f: 

la distribución asintótica 

s(~ conoCE~ quP psta distl":i.buc:i.ón no 

es estándar, POI" tanto, a münos quü Y"O (p:::O) lai.nh'rencia sobn' f3 ha 

de hacerse con distribuciones simuladas, 

Contrastar' la existencia d~~ cointegración entr'e un conjunto d(~ 

var'iables corresponde a contrastar la exist\~ncia de una r'aíz unitaria, Por' 

tanto, el análisis subljacentp a este tipo d(~ cont;r'asb~, tal como s~~ apunta 

brevemente en la Sección 2, se aplica también a este caso, La dif(~n,ncia 

pstriba E,'n que ahora se contr'asta la pn'sencia de una I"a:í.z un:i.tar-ia el') um~ 

serie cons tr'u ida, i,e, residuos mi ni mocuacl r'át i cos. 

originales, Por psü' motivo, los valores criticos d(~ este tipo d(' contrastes 

han de ser ajustados al alza, ya que d~~ otxa fo!"ma el ~~rT(W de tipo 1 ~,staría 

exager'ado, Si no se r'echaza la (~xi.stencia de raices unitar-ias en dichos 

residuos, las "desviaciones del equilibrio" s(~r'í.an inteqn~das Ij por tanto no 

existir'ía un mecani.smo de ajustp si.t~,mát:i.co del sistema hacia la solución d" 

~,q\J il ibrio, 
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En las aplicaciones empII"i.cas los contrastes de mayor' uso son el 

contrast(~ de cointegración basado en el (~stadístico Duy,bin··· .. Watson (CIWW) y los 

contrastes de Dickey y FulIer (1979) en sus versiones simples (DF) y aumentado 

(ADF). El contraste CIWW, suger'ido por Sanjan y I3han3al/a (1983) .~stá b,Bado en 

la definición usual del estadístico DW 

CRDW (it6 ) 

donde 
A 

los r~'siduos minimocuadráticos de (40). Exi.sten di. ver'sos e t son 

problemas con este contrasü~ . En eff~cto , mientras que cuando se tr'ata de 

contrastar el grado de integración de una seri.e (con una constante como ónico 

regresor), los valores cdticos del contraste, computados por' S<.wgan y 

Bhar'gal/a, son exactos, el mismo contraste aplicado al caso de cointeqración 

d(!pende del nÚrnE!rO de I"egr't'sores en la relación d~! cointregación, existiendo 

sólo cotas de la n~g:lón cr'ítica. Esto OCUI'Te por'que, como ~~n el caso estandar' 

de aplicación del DW (basado en la hipótesis nula de perturbaciones 

incorrelaciondas), los valores criticos exactos del CRDW (basado en la 

hípótes is de una raiz uni tada en las p(,'y'tud>aciones) son una función df~ 1. PGD. 

Las cotas de est.~ contr'astc~ pl~oporc:lonan un int(~r'valo que pw,de util izarse 

para no n~chazar' la hipótesis nula de ausencia df! cointegr'ac:i.ón, p(,ro la 

amplitud de dicho intervalo aumenta conforme lo hace el n6mero de regresores. 

Sin (,'1 uso, pOI" ejemplo, de la Rutina dfi' lmhof (1961), es difí.cil hacer' 

infenmcia cuando el 1/01101" del CRDW cae dpntn1 del intprvalo. Por supuesto, 

r'esul ta factible computar' valores cr'i ticos exactos par'a Wl PGD dado. As í., 

Engl.e y Gr'anger (1987) pn,s(~ntan valores cr'iticos par'a un pa~HW al~~atorio 

bil/ariante, pero dichos valores no son generalmente aplicables a otros 

experimentos cuyos PGP sean más complejos. En este sentido el CRDW resulta ser 

~ .. ~}.D_tºt.t~~.Il).§!IJ.~§! ... _ ...... ~.L,!!jJ_~.r.::. (véase Cox y Hinkl.ey (1.974» cuando el lIer'dadE!I"o 

proceso seguido por las perturbaciones en un AR(I). 

Problemas similares afectan al E!stad.í.stico DF, pel~o no afectan al 

ADF si. el núm(~I"o de desfases I\(\_i que apar'ec(~n en el contr'astf~ coi.ncide 

con el del PGD, En la práctica el nÓIlHlI"o de dl,sfases que se util.i.za es, en 

gr'an medi.da, adhoc y ello aff,cta a la poh'ncia del contn:<\sü,. Todo ello 
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sugiere que quizá se deba prestar mayor atención a las versiones 

no· .. ·paramétricas (véase Ouliaris et al. (1988» o recursivas (véase Dolado et 

al. (1989» de dichos contrastes. 

Con fines i lustr'ati vos se presenta en el Cuadr'o 1, los valores 

críticos (5%) de los tres contrastes anteriores, computados por [ngle y Yoo 

(1987), donde el PGO es un paseo aleatorio n-variante, con n,5 

[VE~ase Cuadro 1] 

Tal como ocurre con los contrastes de raíces unitarias en series temporales 

individuales es importante destacar la falta de potencia de estos contrastes 

cuando la v~)rdadür'a raí.z se üncuentra en un entorno de la unidad. As í, por 

ej~~mplo, Engle y Granger muestra que cuando el PGO de las perturbaciones de la 

relación de cointegración es un AR(l) con parámetr'o igual a 0,9, las potencias 

de los contrastes CROW, DF y ADF (al 5%) son 20%, 15% Y 11% respectivamente. 

Cuando se altera el PGD a un proceso AR más general la potencia del AOF es del 

60%, domini~ndo a los contr'astes CROW y OF. A la vista de estos resultados 

quizá r'esu1.te conveniente aconsejar' ül uso del CRDW en una primera instancia, 

dada su simplicidad, y, en caso de incertidumbre sobre la posibilidad de 

rechazo de la hipótesis nula, utilizar el AOF7 . 

Un enfoquü altürnativo, discutido prüviamünte, se basa en 

contrastar la prüsencia de cointegración utilizando la solución de equilibrio 

a largo plazo del. modül.o dinamico, como en (42), especialmente cuando los 

r'egY'esores sean débi 1 o fuertemente exógenos. En la representación [CM, como 
A 

en (45), el t-·ratio del término de corrección del error, (Cl 1-1), es un 

(~stadístico de interés, ya que si no existiese cointegración debería converger 

a cero a velocidad OP(T-1). Banerjee et al. (1986) muestran, por simulación 

como dicho t·····r'atio tiene el tamaño adecuado al 5%, aunque los resultados de 

Dolado y Ericsson (1989) muestran que puede haber divergencias par'a otros 

PGO's. Sin embargo, de acuerdo con el estudio de Banerjee et al., la potencia 

de este contraste es muy super'lor a la de los contrastes basados en la 

regresión estática. Una posible explicación de esta ventaja comparativa reside 

en los sesgos en muestras finitas que presenta el enfoque estático. 
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los contrast(~::~) otxos aux i 1 iiu'es menos n!finados 

estadisticanlent(! pu"de nesultar (¡ti les. la obsE,r'vación del correlograma d{> los 

¡residuos plH~de ayudal" (!n 9"&.1'1 Im,dida, Gr'anger y Weiss (1983) también sugier'en 

aumentar los coeficientes estimados del vector de cointegraclón en una cierta 

p¡ropOI"ci.tm, dígdlflos el 10%, y (!xam:i.nar, (entonces, si l.a suma de cuadr'ados de 

las clps\I:iac :i.orws dE',l. nUü\lo VPctOI" ,"'8 basta!Tt(' sup,"r'ior' a la obtenida con (>1 

\lectOt~ (!stimado. L.alntuición d(~ (:~ste proc~dim:i.(ento infot'ma es cl.av'a, PU(!sto 

que sólo (d. uso dE,] ven1adt'Y'o V('ct(,y' de cointegración har'á que dicha vcwianza 

sea finita y, por tanto, será fácilmente distinguible de otros casos. 

101.1 como han demosLrado Engle y Yoo (19B7), las predicciones 

(;l('r-jvadas d,> sistemas co:integr'ados t:i.Nlen una PI"opü!dad que no comparh: los 

sistQmas d(> l/aV'iabl"s intc'gr'adas. [:ita pr'opi.Qdad imp1:lca la exlst~'mcia de 

combinaciones linealQs de dichas predicciones que son id~nticamentQ cero cara 

hor'izontf!s tr,mpotal(!s lar'90s, i.nd(~p(,nd ient"mente d81 punto de or'ig(m y, 

ademá~'1 la varianza dpl er'r'OI/~ dü pt"{~dicción de dichas combinaciones es fini.ta, 

ml<!ntras que, pan:l. cualqui(!r otr'a combinación, div(!!"ge confonne se amplie el 

horizonte de predicción. El siguiente ejemplo ilustra esta propiedad. 

(~nsider6se el proceso {x t } cuyo PGD 0.5 

tal que x es C(1,l), Por tanto existe un vector a. tal que 
t 

El valor x t h puede expresarse recursivamente como --+ 



Por tanto 

y 

t+h ···1 
}: 
1 
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e. 
J 

t 

E(Xt+~/t) .. - xt +h/t -- (I .. eJ ) l: e j 

Se si.gue que 

(Y,'x./ •• 0 
t+'h t 

IJ 

val" (oc' x ) = oc' Q oc < ro 
'tl-h/t 

Con .~1 fin de ~~xam:i.nar' el comp(wtamiento pn~d:i.ct:i.vo el., métodos d~e 

estimación que igno1'an la coint(~gración (~x:isb,nte y aquellos que la ti"nen l~n 

CUf!1'1 te;¡ Fngle y Yoo analizan el cornpcwt;arniento ~)I'"edictiilo n<l.at:i.ilo a un 

sistpl11,{ coinü,gr'ado estimado como un VAl< irTesLr'inqido (equi\lalent<0 a aplical" 

MeO ('( uación a pcuaci.ón) y n::pal~arnet;r'i.zado corno un mod(~lo [CM, aplicando el 

procedimiento estático en dos etapas El PGD \liene dado por 

/ Y L\ 
I J 
\. /t.1 

(0,8 

-1 
\0,8 

0,1\ (IJ t -1\ 
)1 ét 0,6) xL) 

donde ambas lli:H' i b 1. "s son 1 ( 1.) Y ,!l \Hector d" co i nl:(,gr·i.~ci ón ü s (1,·-0,1)), 
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Los resultae/os, medie/os a través del Error Cuae/rático Mee/io e/e la 

Pree/icc;ión (ECMP) muestY'an una ligera ventaja e/el método VAR hasta un 

horizonte e/e 4 períoe/os, problablemente e/ebido al sesgo en la estimación e/el 

vector cointegrador, pero posteriormente el método ECM se mu~~stra muy 

superior. Así, e/espués e/e 2.0 períoe/os, el ECMP e/el modelo ECM es un 40% 

inferior al e/el VAR, y probablemente esa mejora (~n la pree/icción sería muy 

superior si el vector e/e cointegración se hubiese estimado con menor sesgo. 

5. ESTIMACION y CONTRASTACION EN UN CONTEXTO DE MAXIMA VEIWSIMII .. rrUD 

El propósito e/e esta sección es el e/e ofrecer un resumen e/e ciertos 

e/esarrollos recientes (véase Johansen (1988) y Johansen y Juselius (1988» que 

tratan los py'oblemas e/e estimación y contrastación e/e sistemas (:ointegrados en 

t t d ,. . ']' d 8 ] f ' ]' . d ] un con "ex o e rnaXl.ma veY'OSl.fln .1tU . E. en 'oque ,~sta ,l.nnta 0, por e. 

momento, a sistemas C(1,1) que admiten la representación VAR dae/a por 

p 

xt - ~ Ai xt _ i + e t : e t - ruI(O,Q) (48) 

La hipótesis nula de interés es que la e/imensión e/el subespacio de 

vectoY'es de cointegración es r, una hipótHsis que, ,m ~~ste contexto, viene 

expresada m(\e/iante una simple foy'mulación pay'amétrica en términos e/e los 

vectores de cointegración y sus ponderaciones respectivas. Se utiliza un 

procedimiento e/e máxima verosimilitue/ para contrastar e/icha hipótesis. 

El procee/imiento se basa en la reparametrización de (48) en 

téy'minos e/e 

e/one/e A(1)- I-EA, Y n .. -
1. 1 

P 
E A, 
1 1. 

(49) 



que 
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Si. el sistE~ma (119) est¡~ cointegrado, S~~ conoC(" a par'tir d<,' (21),. 

La hipótesis es, por' tanto, H ' 
O 

rango A( 1 )::1" Existen tres 

casos d,~ inter'és. En pr'imer lugar, si r:c:n entonces la matriz A(l) tiene rango 

compJ.f~to pOI" 10 que)( es esx~cionari.o, En segundo lugar, si r-":O entonces no 
t 1; 

existe coint('gr'ación y el modelo "deberia ser estimado en difeF"encias, 

td.iminando el ténnno (!n nivel"s en (119), En tl~rCet~ luqar si O<r<rl, existen r 

vectores de cointegración 

La función de lIerosimil:í.tud (en l09S) de (49) puede escribi.rse del 

sigu:i.t!nte modo 

L(El,T',n.; O) _ ... 
1 

T 
2 109 101 

T 
~ ~[l\Xt+Br' x t _l -.}: nil\"'t -1+1] '0-- 1 

fAx + 81" x - E IT, l\x1~_'1"'I"".I.J ~ const ,- t t-,,·1 1 .... 
(':>0) 

A conti.nuación se concent:r-a la función L y'esp"cto el las matrices 

n.'s. Como es bif~n conocido del análisis de I"~'gl"esi.ón multivariante, ello 
1 

se 10gr'a mediant~' la obtención de las matrices de residuos dtl las regr'esiones 

de AX t y xt _·· 1 sobre l\x t __ 1 · l\x , 
t-·p+l. 

d(motando dichas matrices 

para ROt Ij RJt respectivamente. Seguidamente se formula el siguiente 

modelo de regresión concentrado. 

R - -Bf' R + e at __ o 1 t t U>l ) 

Dado qlJ{,' ('.>1) es no lineal en las matdces El y 1', sólo es posible 

concentr'ar resp(~cto a 13 si l' se toma como dada. Por tanto, los regresores en 

('j1) habr'án de ser' inh1Y'pr'etados 

13 Ij O vienen dadas por 

El(r) e f['f' S f",-1 - -",~, 01' " 11-

coma f' f~ . 
lt 

Las soluciones obtenidas par'a 

(52) 
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IJ 

53 

T 
1-,,] ('I'A '< 'f'-'}" l' R ' (l',J'::~O,l) 
__ e., 1"c "ij ,,- lJ "it j t 

Por tanta la función de verosimilitud concentrada viene dada por 

1.*(1')-- const-T/2 10g ¡\l(r') I 

Maximizarnlo (54) respecto a r es equivalente a 

A part· e¡¡' la s iente conoe ida Y'e lac Ión entr'e determi nanh:> s dü 

matric2S particionadas (v~ase DhrlJmes (1978») 

1 S"í"j r 
J.;. 

(':'6 ) 

se s que minimizar (55) es equivalente a 

, I '[' , (' r 1- 1 l' r I " l' '[1'" 8-"1,,, . 'r I 1111 n , <)1:1' '" "U,--' "10 00"01' 
p ,. 

Pur,sto qUE' 1,,, sclucJ ón al pl"oblema (57) car'eee claraf1ll'nÜ' d(; unici.dad, SH 

.i.!li")OrH~ la i'íoi"malil.clción r!~ '[';: I, conv:lr'tÍ(~ndo el ')roblema en 
r "'11.' r 

mi" 
r 
,! 

Irl 60" s ,C< 1"8111' - 1 Uj 8 ) 
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La solución al antey'ioy' pr'oblema es bien conocida en la lib"ratuv'a (véasp, pOI" 

ejQmpIo, And,!rson (1984» y se obti(~m~ calculando los val.()n~s propios de la 
-1 

matriz S10S00S01 con respecto a la matriz S11' resolviendo 

(':'>9 ) 

Los vectores propios correspondientes vienen dados por 

---·1 A A A 

(1,:::1 , .n) C' e' 
Sal v, _ ... í\.. C' v ~) 10 "00 1 1 ~'11 i 

(60) 

'" , 
S 

A 
S, s .a. v 

i 1l 
v 

j 
..-

lj 

donde 8 es la delta de Kroenecker. 

A 

Resulta posible demostrar que los valores propios í\..e(O.l) y 
1 

que los vectOrl~S d(~ cointegy'ación agrup<~dos ,en la matl'-iz r, cOI'TQspond"n a 

los 1" vectores propios, O. (i::::1. .. 1") asociados con los 
1 

r valores propios 

mayores. Nótes~) quP los estil1ladon's maximO\lenlS í.mi les d~>. 11 1 (i:=2 ... p) y d~, 

B Y n pued(m obtener's(~ a par'tir de (49), U)2) y (')3) sustituyN)do r por su 
A 

est imador' r. 

Con el fin dp constuir un contraste basado en el ratio de 

verosimilitud (LR). SQ sustituye (56) "n (54), obtQniendo 

L*(r) - cnst -T/2 Ion Ilr's fl- 1CIS Ilr's r r'~ ~-lS fl)1 
:J - ~ll" ~OO - ~ll····· ~"lO'''OO' 01 (61) 

A continuaci6n, utilizando (59) y la pr~piedad que establece que el 

determinante de una matriz es igual al. pr'oducto d{~ sus valor'es pl"opios, bajo 

la hip6tesis nula de qU(~ existen r v(~cton>.s de coint(!(F'aci6n, la funci6n 'LK 

toma e 1 va 101" 

L*(T') .- T ~ '2 }. log (1· .. ·í\..) + COl'lst 
1 1 

(62.) 
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A 
donde los 'val.ores pr'op:i.os 1\., han sido on:!,,'nados d¡~ menol" a mdyov' 

.A> Al ..... 
(1\. < .. ,<í\,), El máximo \/alor' d¡, la función, I}<, correspondi¡~nte a la 

1 1" 
hipótesis no restringida, es igual a (62) con el sumatorio de 1 a n, por tanto 

el contraste LR de H : rango r = 1" viene dado por 
O 

n 
A A 

LR - 2 (L*- L*)= - T E 
v'Vi 

10g (1·-1\.,) 
l. 

(63) 

Johansen (1987) demuestra que la distribución de LR no es estandar, 

correspondiendo a la versión multivar'iante del cuadr'ado de (1) ¡m la Sección 

2, dada por' la siguiente ü'aza (U,) 

(6'1 ) 

L.os vaJ.ol"('S edUcos al ':j% han sido tablüados pCH' simulación y se 

presentan en el Cuadro 2 para n=5 

Tambiún es posible considor'ar hipób~sis ac(~r'Ca de n~stdcciones 

lineal¡,s en B y r bien separada o conjuntanH~ITtp, Las hipótesis nulas 

ac¡,rca de 13 y r ti(~ne la fOl"llla HO: B:::HY y HO I f':cGIf' mientras que la 

hipób,sis conjunta ser'á HI! : 131' I :::::I-fY'fl' G I , 

O 
Las matrices H Y G son (nxs) 

(nxq) 

r a 

reduciendo el n6mero de parámetros en B a Y(sxr) y en 

o/(qxr) donde r< s < n y r'<q<n, 

y'estricciones sobro;> la Illatl"iz A( 1) que 

bajo la hi.pótt'sis de cointt'gr'ación), 

continne sr+(n-r')r, qr'+(n-r') y qr+(s-I")v' 

Todas ,~s La s hipót;(,s i s suponen 
2 , 

conti.(~ne n paralMtros (nr..¡.·(n .. -r')1", 

mientras que bajo Ho.H'O y H l O 
resp(~cti vallHlnte Johansen y Juselius 

(1988) dernw~str'an que la fonnulac:i.ón d", Wald d~, estos contrasb:'s sp 

distribl.ly(~n as:i.ntótical1)(~nte como distribuciones Ji .. ·cuadr'ado con (n·-s)r, (n .. ·q)r 

y (2n-·q-.. s)r' gr'ados d", l.i.ber'tad r'psp(!cti.vamenh:, La intui.ción subyau"i'Ih' a 

estos resultados es similar a la presentada en el Ejemplo 9, A este respecto, 

es posible d€"mostrar' qlH! los I"esultados dl' Dolado y Edcsson (1.989) au~n;a dü 
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la distribuci6n asintótica normal de 1,-, 
, , son fácilmente general jzab](~s en 

cont.~xto, que diagonal IJ que si b .. !-O, entonces 
1J 

bik Y bkj (k,,~l, "n) son c.~r'o_ En oh'as palabras, se elimina la posibilidad 

de que ~parezca una misma relaci6n de cointegraci6n en más de una ecuación, lo 

qlH~ unido a la diaqonalidad de n, .ll1lpli.ca la exist(~ncia de n~S¡r'esores 

d¿bilmente ex6genos respecto a los elementos de r, 

Finalmente, resulta interesante hacer notar la similitud del 

pn)ced :i,miento con el pv'oced imfE?nto de "tendencias comunes" 

desan'ollado por Stock y Watson (1988b), [st~, último procedimü~nto permite 

determinar el número de vectores de cointegraci6n por medio del contraste de 

la hipótr>sis nula de el (n-r) uni tar'las 

El. contr'Clst,," se construye transformando x tal qW? 
L 

los 

componentes correspondan a los s {?:d;ac :i.onal'ios, mienlx(is qu los 

restantes (n .. ' r') COI'T('spondan a cOPlpOnf'ntes jntegr'ados Bajo la hipót{>.sis nula, 

cont;l~astl! \/ ¡,(,ne dado 

j a 1.:.. uni.dad, 

por 
A 

T(í\.--l) n-.. m .. ¡ .. l y 

o la ipotesis alternati~~t 

sus críticos han sidü 

o~tenidos por simulaci6n, enconthindose en el articulo dl! Stock y Watson. 



n r 

2. 100 

200 

50 

100 

200 

1:;0 

/i 100 

lOO 

50 

1) lOO 

200 

CUC\di"U J 

CIWW 

0,78 

0,39 

0,20 

0,89 

O, t,l) 

0,30 

1, lO 

O J ~)~) 

O, t,O 

1,10 

0,66 

0,117 

................ ........ -

DI" ADF 

-3,67 -3,2.9 

- 3,37 -3, J7 

-3,37 -3,25 

--A, 11 -3,7'i 

--3,93 -3,62 

- 3,78 - 3,78 

-4,35 -3,98 

-4,22. --/1,02 

4,18 ..lf,13 

--lf,76 ~~ 4 ; F .) 

4, 'oS -4 36 

1/ , 118 -.11,/13 

I~uta: L.os ""don!s cTiti.cos dr-] contrC\stl' CRDW 
han s Ldo tomadus de En(,l(~ y Gr'cul'J(~r' (1987) 
para 1'1,·,2. 1.0 s n'stant¡~s \/alc>I"es hC\1'1 sido 
in1;<!v'poJ.ados u l;i 1. iZdlldo los r<'sul LeIdos Nl 
Sar'"Jan y Elhargava (1983). l.os valcwes 
u'l.l::lcos de los contv'asU~s Dr' y ADF hC\n 
sjdo tomados d0 Engle y Yuo (1987), 

(;\,Ii:\(1.I::O Z 

Y..i:\I<:I.c.§!.s_. C:Fjti,_c:gs.glAl~:g!!:t::r.~C\s.tº L R .. L~.'X,J 

O 

2 

3 

4 

L.R 

b/ , 2. 

38,6 

23,8 

1.2,0 

4,2 

Not6\: t,os vc\lol~'ps Ct"'iticos h<-{n sido tOlllad(Js dr~ 
Juhans(!n y JUSí>:I i us (l9Ha). 
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N o t a s 
_~~'M'~_M_"M ___ '~""' 

1. Como muestra del interés que ha desp~H'tado el b~ma podemos citar que, desde 

1986, han aparecido en la literatur'a dos números especiales de revistas 

dedi.cadas al tHma (véase Oxford ~ulJ.(üin of Economics and Statistics (1986) 

y Journal of Economic Dynamics and Control (1988» y dos panorámicas (véase 

Dolado y Jenkinson (1987) y Stock y Watson (1988a). 

2. El interés en el tema se remonta a nombres tan ilustres como Jevons (1884), 

Working (1934) y principalmente Yule (1926). 

3, A lo largo de este articulo se restring{,~ la discusí.ón al concepto de 

J .. IJ.:!:..~9.r::~.~! . .§.r.! ...... ~.IJ ..... ~~.r::tª-IJ.?c:-ª. Un análisis excel~mb! de dicho conc(~pto aplicado a 

otr'os mOOltmtos %' encuentr'a en Escribano (1987). 

4. Una discusión extensa de las propiedades asintóticas de procesos :red) con 

d>l puede encontrarse en Gourieroux et al. (1987). 

5. Una ampliación de los Teon~mas de Repn~sentación a procesos no lineales 

puede encontrarse en Escribano (1986). 

6. Par'a un análisis del conc~~pto de diferenciación fraccional véase Gr'anger y 

Joyeux (1980). 

7. Bajo una interpretación similar puede llevarse a cabo contrastes de 

cointegración en diferentes frecuencias (véase Fngle et al. (1988) y Osborn 

et al. ( 1989) ) , 

8. Este enfoque está claramente relacionado con el enfoque de análisis 

canónico propuesto por Box y Tiao (1981) y Peña y Box (1987). 
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