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Introduccidn

El Principio del Multiplicador de Lagrange
ha sido recientemente aplicado en la contrastacidn de la
presencia de heterocedasticidad en las perturbaciones de
un modelo lineal (ver Harvey (1976), Godfrey (1978)). En
este articulo se estudia la conexidn existente entre di-
"chos tests y aguellos basados en regresiones de funciones
de los residuos sobre las variables que definen la hetero
cedasticidad (ver Glejser (1969)). Se demuestra su equiva
lencia asintdtica, por lo gue en ausencia de resultados pa
ra muestras pequenas, la facilidad de computacidén puede ha
cer preferibles los segundos. En la Seccidn I, se conside
ran los fundamentos tebricos bisicos de la construccidn
del test del Multiplicador de Lagrange para los casos de
heterocedasticidad multiplicativa y aditiva y su equiva-
lencia asintdtica con dos simples contrastes propuestos
por Glejser vy otros autores. La Seccidn II recoge 0otros
posibles tests basados en la construccidn de modelos con
alternativas localmente eguivalentes.Por Gltimo se comen

tan las conclusiones.
Seccidn I

Comenzaremos describiendo el modelo en el
gue van a ser aplicables los resultados obtenidos, esta-
bleciendo a continuacidn los fundamentos de los contras-

tes gue se van a examinar en este articulo.

Considérese el modelc lineal con perturba

ciones heterocedé&sticas

e T Xp B Uy (k=1 ... 1)
[, (58 5
5 (1)
U~ N(0,0)
e N(0,00)
donde x es un vector k-dimensional de variables ex&ge

t
nas v B8 , el correspondiente vector k-dimensional de los

pardmetros. La varianza de las perturbaciones se repre-






2.

sentari, en

Q

eneral, como una funcidn de un conjunto de

r variables Ly yder pardmetros o , donde las va-
P

riables W,

coincidir o no con las variables
explicativas del model
p

, pero los pardmetros o han de

ser diferentes de los B (*). Se verifican el resto de

S
los supuestos del modelo lineal general incluyendo la ausencia
b4

de correlacidn entre las variables yw

e con las perturbaciones.

De entre las formas funcionales consideradas
en la literatura destacan dos tipos de heterocedasticidad

a) heterocedasticidad multivliicativa, donde
9
T N, - ¥ <
o, = exp ( tﬁ.;_ g } (2)
- “
tal que w! = 1, lnw |
e - T
P :- "] 2 v,\v,ﬁ_i
> = 1 L0g O, 2
de forma gue esta especificacidn, recoge, sin pé£
dida de generalidad, varianzas del tipo
o o
2 2 1 r
gl o= u e W
€ it rt

b) heterocedasticidad aditiva, donde

gp = (wid ) (3)
v P
tal que w', = |1, w,_|
-~ T L ~ L
- 2 ,
st = o7,
e - 2

de manera gue mediante esta especificacidn se re

cogen varianzas del tipo

C = . y L+, + . * %
t 1 it ar<”rt ( )

En Harvey {(op. cit.), se deriva un conjunto

de contrastes de tales tipos de heterocedasticidad, ba-

{*) De no ser asi la matriz de varianzas-covarianzas de
los errores presentard términos no nulos fuera de la

diagonal. Tmaé rmcumon detallada de dicho efecto se encuentra
learvey 19 .

(**) De idéntica Eorma bueden recogerse otro tipo de es
pecificaciones, quizd mis familiares al lector, por

ejemplo, w/! = {1,£§}
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sados en el principio del Multiplicador de Lagrange
(ver Breusch-Pagan (1980)), (a partir de aqui se deno
minard ©LM), cuya utilidad reside en que dicha contras
tacibn ha de llevarse a cabo en el marco de la hipSte
sis nula, ausencia de heterocedasticidad, por lo gque
se evalGa a partir de los resultados de la estimacién por minimos
cuadrados ordinarios (M)

A continuacidén se describe brevemente
el procedimiento general de construccién de test LM,
para pasar posteriormente a obtener resultados concre
tos, en los casos anteriores. Una de las posibles for

mas de formular el test LM, es como sigue,

m=q (3 1@ a®ed 0 W
(**)
donde g es el "score" de la funcién de verosimilitud,
ie. g= %E% ; siendo L el logaritmo de i:Cua funcidn;
I es la matriz de informacidn de Fisher; 9 son los es

timadores maximoverosimiles obtenidos bajo la hipSte-

sis nula v n es el nlmero de restricciocnes.

En el caso de gque las restriccilones se
apliquen s8lo a un subconjunto de 8 , como ocurre en

7

nuestro caso (enelqued' = (8 ,8")) donde solo nos inte

o] 1
resa la hip6tesis nula H : §'= [ 1og o“, gz, entonces
(4) puede reformularse como,

~ - -
%2(9)/[122‘ Ty I Ipp | o
donde q, recoge las derivadas de L (§) respecto de los
parémezros restringidos, y la matriz entre corchetes
corresponde al elemento (2,2) de la matriz I, parti-
cionada conformablemente. Si, como tambi&n ocurre en
nuestro caso, las submatrices Il2 e 121 son nulas, el

test se convierte en,

~ = -1, ~ % . ~ T 2 P
(*)La notacidén "~ " indica "distribucidn asintdtica’,

mientras que " " indica "distribucidén exacta"
(**)No existiendo en la literatura econométrica esparo*a un t&rmi
no cuya traduccidn se ajuste a dicha expresidén, se ha preferi
do utilizar el t&rmino anglosaijén,entendiendo por el mismo,el

vector de derivadas parciales, gradlenhe, de la funcidn de ve
rosimilitud con respecto a sus paridmetrcs.
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Sobre la hase de(5) estudiemos ambos tipos de

heterocedasticidad:

a) La funcién de verosimilitud serid de la forma,

1 1 - 2
5 L w! § -% I exp(-w '8 )

=C= o) (v =
L =c O) Ay =xi2 )

obteniéndose ficilmente las expresiones siguientes,

SL _ N N
58~ L exp (mwp 9) Xp ¥y
SL-—_..];S" l'_'w ¥ 2
T T2 Y Mgty Ly exe | Wil ) g
-2 - \
(-1 _{(§Gt XX © \
- ) -1
o 2(2  w,_w!)
¢ TR )

con lo que evaluando dichas expresiones bajo la hipdte
sis nula y sustituyendo en (5) se obtiene,

2 - 1
IM = G weve) ' O wpwg) % Wevy)
2 (6)
G52
donde V™ % - 1 , siendo ﬁt los errores minimocua

e

o)
dréticos de estimar (1) bajo la hipdtesis nula de ausencia de he
A~ - -

. 2 . . . 2
terocedasticidad v <° el estimador maximo verosimil de O
¢ 2
. DAY .. e .
Como plim <+ + _ 5 ¢ Una expresion asintdticamente equil
T

valente a (6) seré&

- (2 wov Y wowl) (I w,v.)- 2
M= T + -ttt tet + t ~X (7)
| 5 2 r
L v .
t

donde la expresidn entre corchetes puede interpretarse co

2 . . - .
mo el R de una regresién sin té&rmino constante de v, so-

bre w._, dado gue g v, = 0. Debido a esta Gltima circuns
tancia, es facilmente comprobable gue los w, en (7) pue
Xt =

den tomarse en desviaciones con respecto a la media.

b) En este caso, la funcidn de vercsimilitud tomaréd la

forma

sc- 2 Zin (wi8) -3 I (wid) T (y,-x

T, =
da

N|

P
t






tal que
__(S_L = [N "'l
5 - FWeS) T X w
.__§_.]_-‘i o e ‘__];w ] _l !__ ' _.2 _ 2
08 2 ij (V—gt é) &vt + 2 % (Yté) \i{t ut
- -2 . -1 .
T UL FeEe ) o
_.4 .
© 202 0 Wy W)

dichas expresiones evaluadas bajo la hipdtesis nula y
sustituidas en (5), nos dan una expresidn idéntica a (6)
que puede reformularse como (7) (*). Asi pues,la forma
del test LM no depende de la forma funcional exigida para

representar la heterocedasticidad.

Seguidamente, se propone un procedimiento
sencillo, basado en un test F de exclusidn de pardmetros
. . - . . - - -~
obtenido a partir de los residuos minimocuadréaticos U, -
En el caso a) se computan log cuadrados de

los residuos (**) ,y se efectfia la siguiente regresidn

~ 2
u,. =a + 1In ' o , &
t e} —_— + e (8)
Un test de 0=0 es un test de la hipdtesis nula de ho

mocedasticidad basado en que €, ~ NID (0,03) frente a

la hipdtesis alternativa de hetZrocedasticidad. Una al-
ternativa especifica a considerar podria ser por ejem-
plo o =1, en el caso de que r=1 , con lo que estaria
contrastando el hecho de que la variable w fuese el de
flactor adecuado en el modelo (1l). Este tipo de hetero-
cedasticidad es muy frecuente en la modelizacidn econd
mica, donde, por ejemplo. cualquier modelo gue se espe

cifique en términos nominales ha de estar sujeto a la

(*¥*) Con la diferencia obvia de que en el primer caso
ios regresores w, estardn en logaritmos, mientras
que en el segundo caso lo estén en niveles.

(**)Podria parecer que un procedimiento mas natural resultaria

ser tomar como regresando el logaritmo natural de los cuadra
dos de los residuos. Sin embargo en dicho caso, la transfor
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sospecha de que su errof‘ﬁeterocedéstico, si es que la

modelizacidn

sa. Por tanto, la naturaleza de la

apropiada es en términos reales y vicever

heterocedasticidad

implicita se halla fuertemente relacionada con el tipo

de deflactor a utilizar. Asi pues,

seria de la forma

&‘(Zlgpglgyi ) o 1
G2 r
€
. *
siendo 1ln w

——t

un test de H

o =0,

HIe)
-~

el vector de desviaciones con respecto a

la media y 6§ y 8 los estimados minimocuadrdticos de

la varianza de €. Y de o en (8).

Bajo la hipbtesis nula (9)

es equivalente a

1
* * J *
rln wh ey (Z{ENQtygﬁg (Inufey) L1 (10)
52 r
€
2 N 2
ademds o = 1n#8
con lo que
z 32 u2 \
A _t Tt _ 22 _ a2 t _ _ ~2
€= =07 =0 ( 85 y S
Si se sustituye en (10), teniendo en cuenta que Et con
verge en probalidad a Et’ se obtiene
* * * "l * *

( %%Q\wtvt)' (% In wi 1n wi') (E In wg vy) 1 _1M Tr
5 2 T or r T
£Vt
T-r

por tanto
T
i*¥ = —_—_.r.
Li T-r r r, T-r

. . “ 2
expresién que converge en distribucidén a una x _ , ya que

T 2«

converge en distribucidén a una Xy

(ver

Cramer (1946, p.254)). Asi pues, podemos afir-

(**) (cont.) macidén de un test LM en un test Fé
t

A2
Q
aproximaciones del tipo lnk t

~
residuo a residuo, resulta 62

) -

-
mas

impondria el uso de
N
u -1 cuya validez

que cuestionable.

g2






7.
mar que r veces el valor de la F de exclusibn de g

en
(8) es un test asintbticamente equivalente a LM*

M1*, cuya
. .. . ) nula .
potencia es similar, si la hipbtesis¥Yes cierta, y cuya
computacidn es muy simple.

En el caso b), dada la invariancia de LM¥*

frente a las alternativas en la forma funcional de la he

terocedasticidad, parece 16gico computar un test F de ex
clusidn de a

a partir de la regresidn

]
weateg (12)
tal que €, ~ NID(O 02)

t rYe’”

Dicho contraste puede expre
sarse en la forma siguiente

A| ] 1 N
S R I U (13)
82 r r, T-r
€

Bajo la hipbtesis nula, puede reexpresarse en forma si
milar a (10), y teniendo en cuenta que
2

A ~
Qo g

O

se obtiene una expresidn equivalente a

(11),
-1
] * x ! *
@ wy v) (2w ™ G 0L Vi) oy opoy
— == ,—/— =F (14)
ZVZ r r r r,T-r
t 't
T-r

por tanto, de nuevo r veces el valor del test F de ex
clusidn de % en (12) es un test

asintb6ticamente,
LM

equi
valente al test

Asi pues, la contrastac1on de heterocedas
ticidad multiplicativa o ad1t1vasohxala Selos procedi
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mientos descritos, puede resumirse en las siguientes eta

pas:

(I) Estimar las regresiones (8) y (12) formulando los
tests (11) y (14)

(IT)Si ninguna de las dos alternativas se rechaza al ni
vel de significacidn preestablecida, entonces el pro
cedimiento queda en suspenso a la espera de especifi

car una alternativa més compleja. Otra posibilidad es con
trastar una contra otra incluyendo régresiones en niveles y loga

ritmos en una ecuacidén del tipo (8).
(ITII) Si solo se rechaza la versibn aditiva, se adopta

la multiplicativa y viceversa.

(IV) Si ambas son rechazadas y en base al andlisis tra-
dicional de gré&ficas de residuos y variables, no se
espera otro tipo de heterocedasticidad, puede proce

derse a estimar el modelo por MCO.

(V) Ssi se verifica (III) entonces los estimadores obteni
dos bajo (8) o (12) pueden utilizarse para estable-
cer un procedimiento iterativo, que bajo los supues

tos del modelo, resultari asintdticamente eficiente.

Seccidbn II

Una via general de obtener regresiones si
milares a (8) o (12) en las gque computar tests de los
pardmetros que definen las heterocedasticidad de los re
siduos, se basa en la utilizacidn de modelos con alter
nativas localmente equivalentes (ALE). Dichos modelos han
sido formulados recientemente (ver Godfrey (1981)) y se
basan en la idea de gue al computarse el test LM bajo la
hipbtesis nula, pueden existir modelos que bajo la alter
nativa difieran pero cuyo "score" y matriz de informacidn
coincidan bajo la hipbdtesis nula. De esta forma resulta
r4d posible obtener tests que ser&n idénticos frente una

u otra alternativa.
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Si se tiene un modelo no restringido cuya
logaritmo de funcidn de verosimilitud es L (§), se tra
ta de buscar otro modelo tal que siendo L* (§) su loga,

ritmo de la funcidén de verosimilitud, verifigue gque

A .. ® o, - . e .
1) 6 maximiza L (8) y L (8) bajo la hipltesis

nula.
ii) g (8) = q* (8)
Si L (8) puede expresarse COmo
T | ~ 1 L - =1
L(®) =c-— In i@l -5 ¢ (8) [a))] e (8)

é
donde Ces una constante, 8 ={ §

6 @2) y H : §2= 0 , exis

ten 2 maneras de computar L*(6).En el primer caso se con-

sidera una expansidn lineal de Tayvlor de ¢, (§) alrede-
«\Y

dor de §7 = (0 , es decir

+ R (8)= gt* (8)+R (8)
(15)

e (@)=1¢e, (84, 0)+ —
. * . -

siendo at(e)la suma de los dos primeros términos del lado derecho de(15)

y donde el resto R (6) contiene t&rminos de segundo grado

y sucesivos en §,, por lo que R ( §,/0)= 0. Por tanto,

bajo H,, € 94,0) v 51( 8,,0) coinciden, aunque di

t(
fieran cuando ~Q2# 0 . Ademés

e (89,00 880(81,0)
59 i Ry
X

pecr lo que L (8) puede construirse como

B

L7 (@)=c- 2~ 1n (8,) - = e'(8) a(e;) Te*(®) (16)

[
-

Resulta inmediatamente observable gque si se impone 62=O

las condiciones 1) y 1i) ge verificanlkn el 2°caso se efectia

una ligera transformacisn de €y sustituyendo S?porg1 en el término
de la derivada, esto es, » - -
8 {0,,0
eh(8) =c,(8,,0)+ A L (17)
e R 56, ~ 2
L
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por lo que § maximizard T (), obtenida a partir de

1
et (8) y ii

e & ) se verificar§.

Obsérvese, que para aplicar dichos resul
tados a nuestro caso, es necesario efectuar una reformu
lacidén del modelo (1), puesto que en los modelos ALE
analizados ,no se efectuan contrastaciones sobre los ele-
mentos que definen la matriz de varianzas-—-covarianzas

de los errores. Por ello, (1) puede expresarse en la for

ma,
(v.- x! B) exp ( -1 ln wfa ) = ¢
Ye© Xg < Pl S s t
(18)
O/
, ~1/2
(ve= %p 8) Coga) t

Para el andlisis de ambos casos, utilizaremos el modelo
ALE LY ( 6), ya gque del mismo se derivan tests F simila

res a los anteriores. Asi pues, en el caso a)

A
Sa 2t =t
con lo que sustituyendo en (18), se obtiene
Y (8,0 =y, -xg-+8 lnw'a=¢e, (19
€t ReDVT Ve T XR T Ty e PRYe L7 By

Por tanto, el modelo de regresidn en gque utilizan el test

F, seré
= x!B+ 14 In wl!o +e
Y= XeRT 37 U SRR TR (20)
Antes de computar el test F para contrastar HO:9A= 0,

conviene examinar las caracteristicas de dicho modelo.
En primer lugar, los resultados cl&sicos de inferencia

para el modelo lineal general "y= XB +u" exigen que
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Bajo la hipbtesis nula
/

A
= U

A
£ =
t

ot
£- Y7 X

T

por tanto (21) puede reformularse asintdticamente como:

1, T‘Az R ill T/\z o A g N2 *
G T
(22)
5 02
£ Yt )
T-(k+r) ° r
donde se han eliminado términos de la forma ( ZGt 1n wli”),
t — =E

ya que suponiendc gue los regresores de (20) son no esto-
estan
cédsticos yYuniformemente acotados, se verificard que

. -1 Zl N s
J m 1 =
plim T r) th ( uth “)ti) N
oA « A A0 )
Ademés L UZ In w_ = L(llf -~ Gé}ln w = I o v, inw” , por
t t — T + t — t £ (A
1o gue (22) puede reescribirse de nuevo como
) A2 1 .2
( r - o o~
7o viln wp ' [37 Blnwplnup') T 87z vilnep)
5 =
A . T
& — .
TR 2r
_ LM T-k _p
r T r,T-(r+k)
(23)

por tanto, de nuevo r veces el valor del test F de ex-
clusibn de los parémetros o en (20) se distribuye asin

t8ticamente como el test LM.

Para el caso de heterocedasticidad aditiva,
los resultados son perfectamente similares a los del caso
multiplicativo, obtenié&ndose un test asintdticamente equi
valente al test LM, a partir del test F de exclusidn de

los paré&metros en el modelo de regresidn.

1 2
Y= XL Bt 5 Gt wed teg etA»VID(O,gg) (24)

~

estimado en desviaciones con respecto a la media.
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Una vez que se ha examinado formalmente
la conveniencia de aplicar tests F de exclusidén de pard
metros a regresiones del tipo (20) o (24), resultaria
conveniente establecer cual es la conexidén de dichas
ecuaciones con las del tipo (18)Pcorrespondientes a efec
tuar minimos cuadrados generalizados (MCG). Con el fin
de ilustrar dicha conexibén se ha escogido el caso multi
plicativo, ya que para el caso aditivo, el procedimien-
to es perfectamente similar. En el caso de que el mode-
lo lineal general (1) presente una estructura en su ma-
triz de varianzas-covarianzas del tipo (2), el lector
conoce la utilidad de aplicar MCG para corregir dicha di
vergencia de la perturbacidn homocedéstica, para lo cual
estima por MCO una ecuacidén del tipo (18), habiendo con

seqguido previamente un estimador consistente de los pa-

rametros @& . Si en (20) se resta a ambos lados de la
ecuacidn X B, se obtiene,
G = x! (B-8) +14, Inwla+
Up = g L RT R 2 Y = Pe a7 Bp
que puede reescribirse como
ﬁt 1- % 1n w'{§}= x' ( B- é) toey
—~ 7l Tt ~

Siguiendo el mismo procedimiento en la ecuacién (18) mul
tiplicativa, se obtiene,
A 1

Uy exp (- 5 In w

Cg)= x! -3 -1
nwia)=x{ (B-8) exp(- 3 1Inuw

+ e, (25)
[

donde para aplicar MCG, se sustitye g por un estimador é,
tal que p lim & = o . A continuacidn se efectua un desa
rrollo de Taylor del " término exponencial alrede-

dor del valor del pard@metro & bajo la hipdtesis nula ,
i.e., o =0, obteniéndose,

exp (- % Inw'a)= 1- % Inw'a + 0_( % ) (26)
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Obsérvese que el resto del desarrollo tiene

~

un orden de magnitud probabilistico 0O_(T?) va que a,al

ser un estimador consistente, tiene Op (T‘l/2).5ustituye§
do (26) en (25) se obtiene,
a 1 ~ 1 ~ T 1 ~ 1
- = ' + = = ! - - = ! -0 (=
uttl 2 tae e Op(T)} e (B-F) 1= 51w o0 ()+
L t )
+ €y (27)

donde el segundo sumando en el lado derecho de dicha expresidn es de
orden probalistico Op(T_l), va que (B-B) es de Op('I"‘]/2 )
que junto con el resto de términos de al menos OO(T—l) tenderd a cero

I

, por lo

de forma mds répida que los términos que aparecen en la siguiente
ecuacidn:
N

1
u 1- = 1n w'
t { 2 —~ ¢

T >

)+ € (28)

1Q >

)
p=x! (B -
io~t =

Esta expresidn es idéntica a la expresidn (19) excepto

N
que o aparece en vez de o , pero como en (19) se obtie
ne un estimador consistente de o , su equivalencia asin-

tética con (24) estard asegurada.

Los comentarios finales de la seccibn ante

rior también son aplicables en este caso.

Conclusiones

En este trabajo se estudia la conexibn exis
tente entre tests de heterocedasticidad multiplicativa
o0 aditiva basados en el Principio del Multiplicador de
Lagrange, aquellos otros basados en regresiones de fun-
ciones simples de los residuos sobre las variables gue
definen la heterocedasticidad y los obtenidos a partir de
modelos con alternativas localmente equivalentes. Se pro-
ponen contrastes basados en tests de exclusidn de pardme
tros a partir de estimaciones minimocuadriticas, disponi
bles en cualquier programa habitual de estimacidn. Su apli
cacibn es importante en modelos en que se desconozca si

las variables deben entrar en términos reales o nomina-






15.

les. Ademés existen, determinadas series, como podria ser
el caso de indices de cotizaciones de valores bursdtiles,
cuya dispersidn puede depender del volumen de contra
tacibén, por loc que dicha heterocedasticidad y su forma

podria ser contrastada sobre la base de dichos tests.
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