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1. • 

. r n, -troci llC 

r 3.Il(J8 

sido IeClenterne~te ~plic la 

presencia de heteroaedas jci aa 

un modelo lineal C;()cl lS':8 ). 

este artfculo se es~udja a conex existente entre di-

chos tests y aquellos La2ados en regresiones de funciones 

de los residuos saore las variables que deflnen la hetero 

c;2cIa. 2: t~ J e .i .. (I.;:;~ (3. 9 J ). Se demuestra su equiva 

ilida¿ de ccmpu~ac 

cer prefertbJes lo? segur 

r'a,sl J .. () ice de l2 construcc 

aditiva y su equlva-

les con restes propuestos 

que van a ser aplicables ~ resultados obtenidos, esta-

bleciendo a contlDuac damentos de los contras-

tes que se van a examin2r en este art u~o. 

C():~S rese 0i modelo lineal con perturb~ 

ciones ~eterocedásticas 

t 
¡ (~'!. 

. ,- ;",t ;-

t 

Detro . La varianza de las perturbaciones se repre-
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sen , en general, como una función de un conjunto de 

\lar iable.s. t ti:OS_CJ. r donde las va-

~eiabl7.~s t coincidir o no con las variables 

explicativas del modelo, pero las par§metros a han de 

ser diferentes de Se '\l'erifican el resto de 

los supuestos del m:)(Je.lo lineal ge~1eral incluyendo la ausencia 

eje v 0j con las perturlJélciones. 
~ ~,t 

De entre las formas funcionales consideradas 
en la literatura des~acan dos tipos de heterocedasticidad 

a)he~er0C Jacticidad ~ult licativa, donde 

( 2 ) 

~:.t. 

recog.¿,:, s.in pér 

dida de generalidad, var anzas del tipo 
'¡ 
¿ 1 

I t: 
(,,, 

O~ 
r 

rt 

b) heterocedasticidad aditiva donde 

tal que 

2 
G 

( ~ , 
, j ) 

de manera que mediante esta especificación se re 

cogen varianzas del tipo 

i'":J_: = 0 2 -1-
L u.: 1 + a e' r v rt ( * * ) 

Su Harvey lOP. cit.) se deriva un conjunto 

de contrastes de tales tipos de heterocedasticidad, ba-

(*) De no ser así la matriz de varianzas-covarianzas de 
los errores presentará términos no nulos fuera de la 
c1iq:¡:t0[1:~l • .J,'I'As., J,iiscusión detallada de dicho erecto se e.'1cuentra 
te.TI har v ey \1 .. 1 ~..l.. 12. Q 8) 

(**) De idéntica f6rmi ~ueden recogerse otro tipo de e~ 
pecificaciones auizá más familiares al lector, por 
eJ'em~'-Lo w,' _ "'! ·e..0J!21 . _ tl!:"" _ ;,. I 

. _. 1:: -'- f --t ) 
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sados en el principio del Multiplicador de IJagrange 

(ver Breusch-Pagan (1980»), (a partir de aquf se deno 

minará LM) f cuya utilidad reside en que contras 

taci6n ha de llevarse a cabo en el marco de la hip6t~ 

sis nula, ausencia de heterocedasticidad, por lo que 
s e evalúa a pa.rt.i.r de los resultados de la estilTl.'3.ci6n ITtÍni.-ros 
cuadrados ordina.Í:"ios (M:ü) 

A continuaci6n se describe brevemente 

el procedimiento general de construcci6n de test LM, 

para pasar posteriormente a obtener resultados concra 

tos, en los casos anteriores. Una de las posibles for 

mas de formular el test LM, es como sigue l 

LM 4 

(* 1:) 
donde q es el ~score" de la función rosimilitud, 

i e. q = ~ st L , siendo L el logari',:,mo de di.chai6n: 

I es la matriz de información de Fisher~ son los es 

túnadores maximoveros 

sis nula y n es el número restr :1,one5 <; 

En el caso de que las restricciones se 

apliquen s610 a un subconjunto de 2 f come ocurre, (3:::1 

t (el 6 ' (P,' ):I))d·' '1" '. nues ro caso en qte,. == . f- tU ,onae sOJ.e nos J.nee 
~. ~ r ? /., ._-

resa la hip6tesis nula H' 6'= llog 0-, QI, entonces o' v'_ 

(4) puede reformularse comol 

l 
_. 
~ 

T q ,:1 " 
·~U 'J , 

" 

de T C8 ) r'''' de los J..j '.-,,' donde q? recoge las derivadas 
N-

parámetros restringidos, y la matriz entre corchetes 

corresponde al elemento (2,2) de la matriz I, parti

cionada conformablemente. Si, como tarlib ocurre (~n 

nuestro caso, las submatrices I 1 ') e I 2 " 
~,'- ~J,. 

, ' son n.UJ..dS, eL 

test se convierte en, 
_1 

\ i I J.. , 

} 8 c/\ B , 6 
~ -~ 

2 ( .5 ) 

(*)La notaci6n 
mientras que 

indica "distribuci6n as.int6tü:a"! 
indica "distribuci6n exac·ta" 

(**) No existiendo en la literatura econométrica española un 'cérmi 
no cuya traducción se ajuste a dicha expresión, se ha preferl 
do utilizar el tennino anglosajón ,ent.endiendo pOI:' el mismo, el 
vector de derivadas parciales, gradien·te r de la función de ve 
rosimilitud con respecto a sus parámetros. 





b d.e 

heterocedastieidad: 

a 1;21 rU_I1C; de verosimilitu~ será de la forma 

2 
:.:., 

t 

ilmente las expresiones siguientes, 

aL 
ex~p 

t 

eS L 

1 

,C) 

1 + 

() 

2 
u 

L. 

::';()Y1 1 evaluando dichas expresiones te 

1.1.,1,. ci 

-t' , ~. 

L-';:'-"~ .~ 

-;, - .~ 

(~()rlO.E 1i/, ~= 
1:. 

drát:Lc;os de est. 

valente a 6) se 

rr~ 
J. 

:2 Gl 

las errores rninimocua 

2 
( 7) 

eIl"tre cC1rcI1etes 

1 p_2 , mo e~~, ce una regres constante de v~ so-
L 

~re w .• dado que I v+ -
--t: 

fJebido el. esta tima e irC'llr:s 

taneia. es fácilmente en ( --: 
\ ' pue 

den tomarse en desviaciones con respecto a la media. 

b) En este caso 

forrea 

1 
:L::::c- 2 1: 

L. 

la func de verosimilitud tomará la 

'1 
.1.. ¿ .. - 2' t 

-1 , 2 
) 
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tal que 

aL 
" 

-1 = (~t j) lSt 
l' -86 ¿ 
u t . 

t 

cSL 1 
E (w I ~) -1 + 1 

E .- - w 2" 60 2 t ""t --t. t 
('vV ' e -2 2 

e ) \v u.f-.....t ~t L. 

-1 ( ( Eo 
-2 

X Xl 
-1 

t 
) o 

1 t ... t~t = 
2 ( E 

-4 o °t t 

\ 
I 

~t w'i! ~t 

dichas expresiones evaluadas bajo la hip6tesis nula y 

sustituidas en (5), nos dan una expresión idéntica a (6) 

que puede reformularse como (7) (*). As! pues, la forma 

del test LM no depende de la forma funcional exigida para 

representar la heterocedasticidad. 

Seguidamente, se propone un procedimiento 

sencillo, basado en un test F de exclus 

obtenido a partir de los residuos minimoc ti,cc(s U.L" 
L 

En el caso a) se computan los eUildraclos de 

los residuos (**) ,y se efectúa la siguiente regresi6n 

A 2 
u 

t 
a + o In (jj! i: + E 

-t t 
( 8 ) 

Un test de a=O es un test de la hipótesis nula de ho 

mocedasticidad basado en que Et ~ NID (0,0;) frente a 

la hipótesis alternativa de heterocedasticidad. Una al

ternativa específica a considerar podría ser por ejem

plo a =1, en el caso de que r=l f con lo que estaría 

contrastando el hecho de que la variable w fuese el de 

flactor adecuado en el modelo (1). Este tipo de hetero

cedasticidad es muy frecuente en la modelización econó 

mica, donde, por ejemplo. cualquier modelo que se esp~ 

cifique en términos nominales ha de estar sujeto a la 

(*) Con la diferencia obvia de que en el primer caso 
los regresores w~ estarán en logaritmos, mientras 
que en el segurid'o caso lo están en niveles. 

(**)Podria parecer que un procedimiento m~s natural resultaría 
ser tomar como regresando el logaritmo natural de los cuadra 
dos de los residuos. Sin embargo en dicho caso, la transfor-





6. 

sea 
sospecha de que su error~eterocedástico, si es que la 

modelización apropiada es en términos reales y vicever 

sao Por tanto, la naturaleza de la heterocedasticidad 

implícita se halla fuertemente relacionada con el tipo 

de deflactor a utilizar. Así pues, un test de H:a =0, 
o '"' 

sería de la forma 

-- Fr,T-r (9) 

* siendo ~t el vector de desviaciones con respecto a 

la media y 8~ y ~ los estimados minimocuadráticos de 

la varianza de St y de ~ en (8). 

Bajo la hipótesis nula (9) es equivalente a 

(In (¡J* s ) 
-t t .1 (10) 

r 

además 

con lo que 
¿ .... 2 2 

'" t 
u t 02 "'2 ( ;~ \ "2 

s = = = cr 1) = cr v t t T 

/'. 

Si se sustituye en (10), teniendo en cuenta que St con 

verge en probalidad a St' se obtiene 

¿ In w*tVt) , 
t----

por tanto 

( 1 * 1 * ,,-1 t ~Wt ~t ) 

LH* T = --.r.F 
T-r r, T-r 

expresión que converge en distribución a una 

* 1 LM T-r (11) 
r =r°--rr-

2 
X ,ya que 

r 

lim r Fr,T-r converge en distribución a una X; (ver 
T ~vC 

Cramer(1946, po254» o Así pues, podemos afir-

(**) (cont.) mación de un test LM en un test F2 impondría el uso de 

aproximaciones del tipo ln\ll~ ) ~ ~t -1 cuya validez 
'" i ""2-

residuo a residuo, resulta cr más O" que cuestionable. 
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mar que r veces el valor de la F de exclusión de a en 

(8) es un test asintóticamente equivalente a LM*, cuya 
nula 

potencia es similar, si la hip6tesi~es cierta, y cuya 

computación es muy simple. 

En el caso b), dada la invariancia de LM* 

frente a las alternativas en la forma funcional de la he 

terocedasticidad, parece lógico computar un test F de ex 

clusión de a ,a partir de la regresión ........ 

tal que E t "J NID (O, a:). Dicho con traste puede expr~ 
sarse en la forma siguiente 

A I 

a (I w *' w * I ) 6. t ....... t _t ~ 

/'.2 
o 

1 ._......, 
r 

F r, T-r 
(13) 

Bajo la hipótesis nula, puede reexpresarse en forma si 

milar a (10), Y teniendo en cuenta que 

y 

.' "2 a =0 
o 

",2 
A A 2 A~ A 2(U t '\ A 2 
E t = u t - a- o O- 2 -1/ = o v t 

se obtiene una expresión equivalente a (11), 

-1 (" w* v ) , ( " w* w* I ) (" w * v ) 
~ - t t t ~t ~ t1 ~ t t 

I v2·-----=------
_t~ 

T-r 

1 
r = LM* T-r 

r r = F r,T-r 

por tanto, de nuevo r veces el valor del test F de ex 

clusión de a en (12) es un test asintóticamente, equ.:!:. 
-v 

valente al test LM 

Así pues la contrastación de heterocedas 
, has -

ticidad multiplica ti va o adi ti va sobre la ~e los proced.:!:. 

(14) 
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miento s descritos; puede resumirse en las siguientes eta 

pas: 

(1) Estimar las regresiones (8) y (12) formulando los 

tests (11) y (14) 

(II)Si ninguna de las dos alternativas se rechaza al ni 

vel de significación preestablecida, entonces el pr~ 

cedimiento queda en suspenso a la espera de especif~ 

car una alternativa más compleja. Otra posibilidad es con 
trastar una contra otra incluyendo regresiones en niveles y loga 
ri trros en una ecuación del tipo (8). -

(111) Si solo se rechaza la versión aditiva, se adopta 

la multiplicativa y viceversa. 

(IV) Si ambas son rechazadas y en base al análisis tra

dicional de gráficas de residuos y variables, no se 

espera otro tipo de heterocedasticidad, puede proc~ 

darse a estimar el modelo por Meo. 

(V) Si se verifica (III) entonces los estimadores obten~ 

dos bajo (8) o (12) pueden utilizarse para estable

cer un procedimiento iterativo, que bajo los supue~ 

tos del modelo, resultará asint6ticamente eficiente. 

Sección 11 

Una vía general de obtener regresiones si 

milares a (8) o (12) en las que computar tests de los 

parámetros que definen las heterocedasticidad de los re 

siduos, se basa en la utilización de modelos con alter 

nativas localmente equivalentes (ALE). Dichos modelos han 

sido formulados recientemente (ver Godfrey (1981») y se 

basan en la idea de que al computarse el test LM bajo la 

hipótesis nula, pueden existir modelos que bajo la alte~ 

nativa difieran pero cuyo "score" y matriz de información 

coincidan bajo la hipótesis nula. De esta forma resulta 

rá posible obtener tests que serán idénticos frente una 

u otra alternativa. 
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Sí se tienc:: un modelo 1'10 restringtdo cuya 

logaritmo de fune de verosimilitud es L ( ), se tra 

ta de buscar otro modelo tal que siendo I~ (ª) su :og~. 

rit,"o de la f:,nción de'lerosímilitud, verifique que 

~, * 
(j r~¿i.:{irni.za, L (6 

ii) g (8) (1* 

puede expresarse como 

L (8) = c - -~ 

donde c es una r..:::onstan te! 

sídera ana expans 

d.o~r d.c' 

* Sí<3Jido ( la SLvna de 1::';3 dos 

y sucesivos en 

fieran cuand.o 

1 
- 2' 

! e ,-=( 

s 

L (8) bajo La hip6tesis 

nula. 

(8 ) E (8) 

D 
v -~ f 
~ .1-

Jo::: ele 

') + :R. 
, do 

(le 

---
f exí~ 

( )+R 

(15 ) 

(8 ) 

del lado derecho de(15) 

g1::-aclo 

~l'O)= O. Por tanto, 

coinciden, aunque di 

por lo que L (S ) puede construirse como 

L ¡j)=c- ln 1 
:2 

Resulta inmediatamente obser"\lable que sí se 

(6 ) -l s "( 8) (16) 
. 1 

impone 

1 -" ~ '\ . "\ as conOlClones :e; y lJJ ;¡,e verificó.n :2:-1 el 2°caso se -efectúa 
una ligera trans':OFr¡,,-:-;cj .~n ie e t 
de la derivadét, esto es, 

os 

p.JL i~ I. en el término 

1·--1 

.~ 2 ( 17) 





por lo que 
+ 

E (8) v t ',-, ..L 

10. 

maximizara (~) r obtenida a partir de 

ii) se verificará. 

Obsérvese, que para aplicar dichos resu! 

tados a nuestro caso, es necesario efectuar una reformu 

laci6n del modelo (1) I puesto que en los modelos ALE 

analj_zados ,no se efectuan contrastaciOl.'leS sobre les 81e-

mentas que definen la matriz de varianzas-covarianzas 

de los errores. Por ello, (1) puede expresarse en la for 

ma, 

(v -," t 

o 

(y.l--
L 

don,df.~ ~-

exp 

".-

ü 

-1 
2 

., -1'2 , / ~ ~ 
I _. t, t 

lJ. , 
1: 

E 
t 

(18) 

Para el análisis de ambos casos¡ utilizaremos el modelo 

ALE L+ ( 8), ya que del mismo se derivan tests F simila 

res a los anteriores. As! pues, en el caso a) 

con lo que sustituyendo en (18) r se obtiene 

B O) 10 1,...., " (19) 
, I =:: Yt -- 3:5t52 - 2 u t J..~ t .?:. ::= Et .L 

Por tanto, el modelo de regresi6n en que utilizan el test 

P, será 

+E t ( 2 O) 

Antes de computar el test F para contrastar H :a = 0, o /". ~ 

conviene examinar las características de dicho modelo. 

En primer lugar, los resultados clásicos de inferencia 

para el modelo lineal general "y= XS +u" exigen que 





\. 'Ii~ 
E~ e caco de (20) 

~L:n 0,.,. .J,? f 
~. 

t'l_ ~,. ~ [} +- 1"-.,< t\¡ 
i...- ... "' .... ~~,_;. 

2 

si6n a la necesaria. resu:~a conveniente esti~ar (20) 

en desviaciones COD respecta 

caso 

2: 
t~ ¿;Lt~, ,i':' f 

(~_': o',,,· 

un Jacobiano en la 

en ese 

as::L:-: t 

y de nueve tomando 

iones con respecto a o media se obtiene 

El test F de exc usi 

Y""i 

:c :r t r.r-- J' 

,./\ 
i O. 

( .... ) 1 '" ;, .-;,,,, ..b ) 





Bajo la hipótesis nula, 

por tanto (21) puede reformularse asin 

/\ '/' U -, 1r: 

12. 

icamente como: 

-1 (~" ¡ II'¡ "L *) 
~ t 
'-

L _n "t 
~ (22) ---_._---,---_.-

2r 

donde se han eliminado términos de la forma 
A " .. 

L u t 1:2.,-(J) t ~ ti ) 
t 

ya que supon~endo que los regresares de (20) son no esto
esta:n. 

cásticos yVuniformement.e acotados f se \Terificará que 

lo que (22) 

i\ :2 1, 
o \~' 

Fl 
.L ,-
-'~ d' X .. 
-C""l. cJ 

10 " !) 

1n 

v In ,,*\ 
t-·_·_~J)tJ 

¡T~k 

'" t F po:c 

-- =F 
T r F T- (r+k) 

por tanto, de nuevo r veces el valor del test F de ex

clusión de los parámetros C~ en (20) se dis'tribuye asin 

t6ticamente como el ':::'est LH. 

Para el caso de heterocedasticidad aditiva, 

los resultados son perfectamente similares a los del caso ," 
multiplicativo, obteni~ndose un test asintóticamente equ~ 

valente al test, l.lvl, a partir del test F de exclusión de 

los parámetros en el modelo de 

(24) 

estimado en " -aeS'IlCí.Clorles con rescecto a la media. 

(23) 
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Una vez que se ha examinado formalmente 

la conveniencia de aplicar tests F de exclusión de par! 

metros a regresiones del tipo (20) Ó (24) r resultaría 

conveniente establecer cual es la conexi6n de dichas 

ecuaciones con las del tipo (18)/ correspondientes a efe~ 

tuar mínimos cuadrados generalizados (MCG). Con el fin 

de ilustrar dicha conexión se ha escogido el caso mult~ 

plicativo, ya que para el caso aditivo, el procedimien

to es perfectamente similar. En el caso de que el mode

lo lineal general (1) presente una estructura en su ma

triz de varianzas-covarianzas del tipo (2), el lector 

conoce la utilidad de aplicar MCG para corregir dicha di 

vergencia de la perturbaci6n homocedástica, para lo cual 

estima por MCO una ecuación del tipo (18), habiendo con 

seguido previamente un estimador consistente de los pa

rámetros ~ . Si en (20) se resta a ambos lados de la 

ecuaci6n x' P, se obtiene, - t t: 

/\ Al/'. 
U = X ~ ( B - ~) + 2 u t t ~t --

que puede reescribirse como 

í 1 l l- -
2 

ln w I ex. f 

----- -1 t . 
= Xl (~- (3) + Et 
~t 

Siguiendo el mismo procedimiento en la ecuaci6n (18) mul 

tiplicativa, se obtiene, 

'1 A 1 
u t exp (- In w' ex.) = x' (B - B ) exp (- - In w ' Ci, ) + '2 ~ t ~ ~t ~ ~ 2 ~ t-

+t: .... (25) 
L-

donde para apl icar MCG, se susti tye ~ por un estimador Ci, , 
A 

tal que p lim Ci, = Ci,. A continuaci6n se efectua un desa 
...J 

rrollo de Taylor del término exponencial alrede

dor del valor del parámetro Ci, bajo la hip6tesis nula , 

i. e. , ex. =0, obteniéndose, 

exp (- 1:.2 ln w ' ~) == 1- 12 ln w ' ~ + O ( 1 (26) 
----- t- --- t- P T 





Obsérvese que el resto del desarrollo tiene 
/" 

un orden de magnitud probabilístico 0p(T4) ya que 2 I al 

t · d . t t t' ° (_1/2) ~ t"" ser un es lma or conS1S en e, lene T .. bUS ltuven 
p - -

do (26) en (25) se obtiene, 

~ 

,\ 1 1~ Á í 1 A 1i 
U t l' 1- -2 In w l (1 +0 (-T) = x t' (S - S ) I 1- 2 In (;jI o. +O",(-T, )1+ 

--- t ~ P --- l t r ) 

+ Et (27) 

donde el segundo strrnando en el lado derecho de dicha expresión es de 

orden probalístico 0p (T -1), ya que (B - (3) es de 0p (T -1/2 ), pJr lo 

que junto con el resto de términos de al menos 0p (T-1 ) tenderá a cero 

de forma más rápida que los términos que aparecen en la siguier1te 

ecuaci6n~ 

Al 
In w' a I 
----- t - J 

= Xl 
""t 

(S-S) +St 

Esta expresi6n es idéntica a la expresi6n (19) exc 
A 

clue ~ aparece en vez de a § pero corno e!1 ( '9)- S(:; Clf;: 

ne un estimador consistente de a , su equivalencia asin-

t6tica con (24) estará asegurada. 

Los comentarios finales de la secc 

rior también son aplicables en este caso. 

Conclusiones 

ante 

En este trabajo se estudia la conexión exis 

ten te entre tests de heterocedasticidad multiplicativa 

o aditiva basados en el Principio del Multiplicador de 

Lagrange, aquellos otros basados en regresiones de fun

ciones simples de los residuos sobre las variables que 

definen la heterocedasticidad y los obtenidos a partir 

modelos con alternativas localmente equivalentes. Se pro

ponen contrastes basados en tests de exclusión de parám~ 

tros a partir de estimaciones minimocuadráticas, dispon! 

bles en cualquier programa habitual de estimaci6n. Su apli 

caci6n es importante en modelos en que se desconozca si 

las variables deben entrar en términos reales o nomina-
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les. Ad s existen. determinadas series, como podría ser 

el caso de indices de cotizaciones de valores bursátiles, 

cuya dispersión der del voluwen de contra 

taci6n, por lo que dicha heterocedasticidad y su forma 

podría ser contrastada sobre la base de dichos tests. 
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