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INTRODUCCION

Los modelos ARIMA univariantes se han generali

zado a modelos multivariantes. La identificacién (especi-

ficacibn) de estos modelos multivariantes es una labor com
pleja. En general, buena parte de la literatura sobre el

tema y algunos de los programas m&s comercializados utili-

zan el procedimiento de dos etapas desarrollado por Haugh:
primero se cbtienen las innovaciones de las series univa-

riantes, y en una segunda etapa estas innovaciones se mode

lizan conjuntamente,.

Pt

rrectamente, la complejidad del método lo con-
& ca

mente prohibitiveo, vy salvo en casos de

ireccional, el modelo para las innova-

cil de identificar que el modelo ori
ginal. Por otra parte, soluciones més sencillas, como las
software de amplia difusidn, contie-

nen contradicciones internas vy conducen, COmoO consecuencia,

P
£

a medelos errdneamente especificados.

El trabajo analiza las implicaciones del méto-
do de las dos etapas. Especificamente, se obtienen las res
triccicnes gue deben afectar al modelo conjunto de las in-
novaciones. Se discute la solucibén general implicita en las
dos etapas, v se concluye que el método tiende a conducir,
© a scluciones empiricamente disparatadas (como puede apre
clarse en Granger vy Newbold (1977)), o a modelos tebrica-
mente inconsistentes (ejemplo de los cuales se encuentran
en Jenkins (75 y 79}). Finalmente, el trabajo presenta al-
gunas breves conclusiones scobre la posibilidad de una iden

tificacidn directa.



1.- EL MODELO

Para simplificar la discusibn y los ejemplos,
nos ceniremos a los modelos bivariantes. Supondremos gue

las series son estacionarias.

En su forma m&s general, el modelo bivariante

viene dado por:

—t t !
donde B es el operador de retardos, gt = ‘Z:r’ u2+},
h ] -t 1t t
a, = (altf azt) v g(B) es la matriz (Zx2):
£ B £, (B)
/&_ﬂll() Eqo )\
i
{ o] /1 [ s
(1.2 £(B) =| ] .
\ {B" rﬁ' B) /
Ve21 g4£(
.
con elemento tipico:
pot k k
r . (B)= z 5 s B s
17 k=0 J
cumpliéndose:
Pl cuando i=j
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515 T e
J { 0 cuando 1i#j .
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El vector it es un vector de variables ruido

blanco, y su matriz de covarianza es:

1
&
]
~

donde ® es el producto de Kronecker, v I ez la matriz de
nida positiva:
<2 T
J 1 1@\
_— |
L :‘ ;' ’
1
%U S
12 2
que representa la covarianza contemporane:a de s, 7 Al
3 gque la matriz e

hirse:

donde (B} v J{B) son matricoss (Y
‘ I -k
b .l. J \ B i h I3
(o S
=
1
i A
) 7

tales que:

El modelo (1.1}

(1.3) o(B) 2, = 9(B) a, ,
-t —t



gue denominaremos proceso bivariante ARMA (P,Q), siendo

Py ¢ las matrices
!

P11 Ppp 917 92

o
i
L@
i

Pr1 Ppo 921 9y

El problema que nos interesa es el de especi-
ficar ("identificar”) el modelo del tipo (1.3} gue genera
una serie temporal dada <21t’ ZZtB‘ BEs decir, dadas las
series temporales, inferir las matrices P y Q gue caracte

rizan el procesco ARMA bivariante de las series.

2.- LA ESPECIFICACION DEL MODELC EN DOS ETAPAS

Bl anflisis de series temporales univariantes
por el vprocedimiento Box~Jenkins alcanzd tal popularidad
n anios recientes gue la generalizacidn del método a se-
rieg nmultivariantes se convirtid en un problema de gran
interés. En 1972 Haugh publica una tesis en la gue se ex-
pone el métcodo gue va a servir de fundamento para la iden
tificacifn de modelos ARMA multivariantes. EL m&todo en
forma muy esguemdtica, puede resumirse en dos etapas. La
primera produce los modelos univariantes de cada una de

las series; que representaremos Como:

(2.1) Zit = ki (B) Ospr

donde a ;. es la innovacién del proceso univariante, y por

tanto ruido blanco. La segunda etapa proporciona el mode-

loc conjunto para las innovacicnes:

(2.2) o, = ¥(B) a

t t’



donde Y(B) es la matriz, de orden (2x2)

wll(B) le(B)

(2.3) Y(B) = .

‘{’21(8) ‘{’22(B) /

Juntando las expresiones (2.1) y (2.2), se ob

tiene finalmente el modeleo final identificado:

(2.4) 2, = A(B) ¥(B) a_ =& (B) a, ,

i oy .
riB) = |
1
\ )
‘ LB
<
; vor banto
- - T . I 7
2.5) S (RBY = A (BY wiRy.

o e oy e 2D 3 - g 3o e e o <A 3 o b
La razdbn de essta dezcomposicifn en dos etapas

s gue la funcidn de correlacifn cruzada entre las varia-
ples Z., esti "contaminada” por las aatocorrelaciones de

estas variables, y es por tanto de dificil interpretacibn.
gin embargo, este tipo de contaminacibn estar& ausente en

Concretamente, una propiedad muy importante
del anilisis de la correlacidn cruzada de las innovacio-
nes es gue, si dicha funcién de correlacidn toma va-
lores distintcos de cero s8lo para retardos positivos (o
sb6lo para retardos negativos), se puede expresar el mode
1o como una simple relacidn din&mica del tipo (por ejem-

oloj:

§

tr



Zog S Po(B) Zyp + 0 (B) Ay
a la que se pueden aplicar técnicas de identificacidn y
estimacidn ya en uso. Este tipo de modelos se ha llama-
do también modelos multivariantes con causalidad unidi-

reccional.

Cuande la funcibén de correlacidn cruzada en
tre las innovaciones presenta valores distintos de cero
para retardos positivos y negativos, el modelo no se pue
de trasladar a una simple relacidn dindmica; se trata en
estos casos de modelos con "feedback" y la causalidad ope

ra en ambas direcciones.

Para estos (Gltimos modelos (los modelos multi
e

1) la segunda etapa del proceso de iden

ra
tificacidén se complica considerablemente. Asi, Haugh en su
tesis se limita simplemente a ilustrar algunas caracteris
ticas de las funciones de correlacién cruzada de las inno
vaciones para unos ejemplos simples. Indica explicitamen-
te gue la identificacidn de modelos multivariantes con
"feedback™ no es el objetivo de su tesis. En un trabajo
posterior, Haugh y Box vuelven a sugerir gue el mé&todo de
las dos etapas puede aplicarse a modelos multivariantes en

general, pero no tratan el tema directamente.

Sirva &sto de introduccidn. Nuestro objetivo
es, por un lado, afirmar gue el problema, a pesar de algu
nas contribuciones posteriores (*), sigue sin ofrecer so-
lucicnes aceptables, v por otro, gque &sto no es de extra-

Las,

et

nar , pues el problema presenta dificultades muy ser
cue en ocaslones, 21 método de las dos etapas no hace si-

no agravar.

(*) Ver el anexo.



3.~ LAS RELACIONES ENTRE LAS DOS ETAPAS

Intuitivamente, el procedimiento de las dos
etapas es atractivo y su aplicacibn parece relativamente
simple. Primero se obtiene con el an&lisis univariante
la parte de cada variable gque puede explicarse simplemen
te por su propio pasado. Y es la parte gue no gueda ex-
plicada por este pasado la que se intenta relacionar con

otras variables (presentes v pasadas).

Sin embargo, la aplicacidn correcta del pro
cedimiento de las dos etapas requiere tener presente una
a o

serie de consideraciocnes que pi s a comentar.

(93]

.1.- Las series univariantes

=
[N
0]
T
0]
]

Es sabido gue minado proceso ARMA

multivariante implica proceso

o
ficos para las series individuales.

Por ejemplo, si el proceso multivariante es
e

de tipo Markoff, las series individuales seran ARMAS de

-

orden (p, p-1), donde p es el nGmero de variables del mo
e

. .

Tambi&n es sabido que si el proceso multiva
riante es media mbvil (MA), y el orden de los polinomios
de la matriz E£(B) de (1.2.) es:

h h

11 12

h h

21 22

entonces las series individuales son procesos MA de 6r-

denes max h y max h respectivamente.
19 b

11 21”7

(*} Ver Quenouille (68, p. 38). Si el proceso se representa en forma
"state space" y el vector de variables estado es de orden p,las
series individuales de las variables observadas siguen también
procesos univariantes ARMA (p, p-1). (Ver Mehra vy Cameron (77)).



3.2.~ El modelo multivariante de las innovaciones

La etapa segunda identifica el modelo multivarian

te para las innovaciones, dado por la ecuacidn (2.2).

Pero =1 andlisis debe ser cuidadoso en la especi

el modelo, porgue el hecho de gue las variables
& son innovacion estricciones importantes sobre
~

T - -~ N— 3o Y . T o~
i1a forma del modelo.

iones pueden expresarse

en los dos resultados siguientes. Reescribamos (2.2) de la

0
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2t 2 2t
» condiclfn necesaria para gue
vayia blanco es :
- Ty ~ 14 rems e W iy <y W ) 1
a} los polinomios Y., (B} y Y., (B} tengan el mis
I i & b
) -
i TGEN s Y
\\ ~ . 1 / (Y ol
by los polinomios V., (B) y ¥,,{(B) tengan el mis
- & 4 & e o

La prueba de este resultado es sencilla. Sea
£ el orden del polinomio Wjj(B)o

Supongamos, por ejemplo, gque fl?>f12' De la
ecuacidn

(3.6) a,, = ¥..(B) a + v, (B) a

1t “12

2t !

resulta que la autocorrelacion de ay para el retardo fll



£i1 ,
vo(Egq) = ¥y 97

fll £
donde Wll es el coeficiente de B i en el polinomio V¥

Puesto que Yl(fll)#o, @, no puede ser ruido blanco.

Si £ <f12, se demuestra gue la autocorrelacidn

11
de 0, para el retardo f12 es igual a:
£
- , 12
v, = Y, .7 0O .
SRESTY 1z 12 f
£ £5
donde ?15” es el coeficiente B ~~ en el polinomio ?lﬁ\Bf.
A s
Asi pues, o, tampoco seria en este O.

Resultados semejantes se obtienen para la auto

correlacidn de &, (%)

De este modo, al modelizar el proceso conjunto

w1t D e 11 T T o .
e resultar un modelo en &l

de las innovaciones, tiene g

o
«Q
®

u
los elementos de la misma fila de la matriz gue resulta
cuando el modelo se expresa en forma MA sean todos poli-

nomios del mismo orden.

g trivial. Las aplicaclones

5

o)

restriccidn (v

)

ad e
gue se encuentran en la literatura incorporan a veces esta

ejemplo, la discusidn de Pierce (7
para un caso e co)
la ignora comp ente y sumodelo refleja la contradiccidn
interna de gue si la primera etapa es correcta, la segun-
da es incorrecta, y viceversa. Ejemplos destacados de este
error de especificacidn se encuentran en Jenkins (75) vy

Jenkins (79).

(*} Si el modelo inicial se parametriza con matriz I diagonal v, en
. G .
consecuencia, eij = 1 para i#j, el resultado 1 seria:
| | N . I
2 3 i B - 0O ‘C ! | R e 7 =1
orden de yi1( ) >rden UiZ(B) P s para 1=1,2.
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El resultado 1 menciona simplemente una condi
cién necesaria para gue las o sean ruido blanco. Para ver
las condiciones suficientes, consideremos primero el caso

sencillo del mocdelo?

o 1y, . »
1t | Esth V12B 1t
(3.7) N
=
%ot | | TUgB o 1mU,,B 3t

N = a, - b, 3 .= W, . A.
Lt 1 i e L 12 Z,t"l ’
se obtiens gue r fu S 3
dada por:
. ) 2
{ 3 ) o - ~ +
fqt® Y11 Y12 %12 T V12 92
v A/ . - - )
i do Lo
LRy = A
vy =kl = v, (k).
El requisito de gue uy, sea ruido blanco implica
que la restriccidn:
.8a) i g2 + y o = 0
(3.8a) Y11 91 7 Y12 Y12
ha de cumplirse. An&logamente A serd ruido blanco cuandé:

(o
X0
&3
-&:‘.
[
NI
Q
AW
..{..
€
A
b
Q
F_k
(A
il
(o]
L]
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Por lo tanto, la especificacidn correcta del
modelo reguiere, gue ademés de la condicidn de igualdad
de los drdenes de los polinomios gue mencionamos, se cum
plan unas restricciones no-lineales entre los parametros

del modelo identificado.

El ejemplo simplemente ilustra el resultado

general sigulente:

Resultado 2: Las condiciones necerias y sufi

cientes para gue las variables o del modelo (3.5) sean
ruido blanco son las restricciones no lineales implicadas

en las siguientes identidades:

3.9) WL (T) ¥..(B) of. + o, v (F)V. (B)+Y..(B)¥,. (F)| +
( ’ 11( ii ) ii ij- 177 ii ‘B 17 ) ii )
+ Y. . (F) ¥..(B) o?. = o?
ij 17 i »
.
_.1 ~ .
donde F = B 7, v ooi,7 = 1,2.

La prueba de este resultado se basa en gque, si
> de covarianzas a la derecha

e
y a la izguierda de la igualdad, se obtiene:
(3.10)

donde 23 vy Z son las matrices de covarianza de gy Y a, res-
pectivamente. La condicidn necesaria y suficiente para que
las o sean ruido blanco es gue los elementos de la diago-
nal principal de ambos lados de (3.10) sean iguales, e 1igual
a una constante (independiente de B). Las dos identidades

en (3.9) refleian esta condicidn.
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Por supuesto, cada identidad se traduce en va-
rias ecuaciones, gue reflejan las condiciones de que los
coeficientes de B, Bz, B3, etc, de la parte derecha de

(3.10) han de ser cero. (Para el ejemplo gue vimos, se

trataria de las ecuaciones (3.8 a v b)).

Una implicacidn importante del resultado 2 es

el siguiente:

Resultado 2: Conocidos los polinomios Wll(B),

WZZCB} y la matriz L, los polinomios (B) vy WZI(B) gue-

w
‘12

dan totalmente determinados.

Considerando .9y, la prueba es inmediata (*).
, pues, gue &n minos de la segunda etapa del pro
io a un ladce las constantes,

solamente tenemcs libsrtad para identificar "medioc®™ mode-

lo. El otro "medio" quec entonces automd@ticamente deter-
minado. En términos de (2.2) s6lo un elemento por fila de

la matriz ¢ (B) tendria gue ser identificado (nos referi-

mos siempre al

En el ejemplo anterior,

el caso mis sen

las ecuaciones (3.8 a y b)

(*) $i adoptamos la parametrizacidn equivalente:
. 0 9
L = diagonal ; O = 6_ = 1,
{4 @1
el resultado 3 se deriva fiacilmente en el dominio de las frecuencias.
En este caso, la independencia de a, vy a, implica gque, en términos
de las expresiones (3.6) equivale a:
£fo(w =k - £, (w
5l ) 1( )
donde fT(w) es el espectro de v}/,li(B)ait v k es una constante (igual
al espectro de a“t)' Para k f£ijo, tal como indica la figura, una
§ .

vez conocido f {w), fz(m) queda automidticamente determinado.

. 1
| }
E d ,’
/\/N/‘\N/‘/, \/ i,
; w[I (W) \
{
o : !
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Resulta, pues, gue el mé&todo de identificacidn
de las dos etapas nos lleva a establecer un modelo para las
innovaciones univariantes que debe satisfacer una serie de
requisitos. Por un lado, las &rdenes de los polinomios de-
ben cumplir el requisito del resultado 1 y por otro, los pa
rémetros deben satisfacer las restricciones del resultado 2.
Si el modelo para las innovaciones se estima por un método

de mdxima verosimilitud, tal y como recomiendan Granger y

Newbold, resulta précticamente imposible incorporar estas
restricciones. Pero incluso si dicho modelo sb8lo se usa en

la etapa de identificacidén, es f&cil comprobar que las res-

tricciones para los parimetros del modelo de las innovacio-
nes se traducen en restricciones similares para los parame-
tros del modeio finalmente identificado.

En consecuencia, la aplicacidn correcta del mé-

todo de las dos etapas resulta hoy impracticable. Por un la
rogramas disponibles no permiten la estimacidn m&xi

de los modelos ARIMA multivariantes sujetos a
restricciones no lineales. Por cotro lado, modificar los pro

gramas para incorporar estas restricci

O
v
O
0
Ial
®
w
-
r
t
&
.
=
e
a1
o
9]
ot
H

cable dada la complejidad gque éstas presentan.

Cabe pensar que, puesto gue en definitiva, todo
dlisis de series temporales se ‘basa en aproximaciones,
el hecho de gue el modelo multivariante para las innovacio-
nivariantes se especifiqgue incorrectamente no tiene de
masiada importancia. Pero lo cierto es gue antes de hacer una co
mal convierne preguntarse si realmente merece la pena hacerla.
No cabe duda de gue en el andlisis de series mul
tivariante, las correlaciones cruzadas entre las innovaciones
univariantes son informativas. Fundamentalmente porque nos
permiten detectar la presencia o ausencia de "feedback". Pe
ro, una vez establecido gue existe "feedback",tiene poco

sentido identificar el modelo final juntando los modelos
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univariantes con un modelo multivariante (en general mal
especificado) para las innovaciones univariantes. Esto re
sulta particularmente ciertc para el caso de modelos de

medias mbviles, a cuyo andlisis dedicamos la seccidn siguiente.

4.~ LOS MODELOS MULTIVARIANTES DE MEDIAS MOVILES

Para el anflisis gue realizaremos basta conside-

izacidn a medias mbviles

1
o]
K
o
o
]
st}
)
e}
=
o
n
n
{
]
@]
!.»J
[
E..J
O
ek
8}
(8]
©
o]
O
2}
o8
ot
5»..1
Bl

inguna diferencia concep

cuestidn: sea

el 1 por:
/ P -\ \
/ 1=-9,. R -8, LB .,
i I A L 1T i
s Y 4 H §
[ IR t { ‘
| | |
/ ! |
! o ] -
1 | 4 R v AP o E e a, ’/
| £ 21 2t
A
- ey P YA A o ~ S A
con de Covarianzas contemporaneas de a., Yy o a, igual a:
/
/ . \
i AV} L
! |
[ .
\ 2
[ ' /
e 4 /
A i
A
o e 22 . - E e d A e ey e g o o ' - -
¢ Como puede identificarse dicho modelo mediante
- " - P .
el prQCEQlMl;ﬁtL de las dos etapas?.

El modelo queda completamente caracterizado (en
el dominic temporal) por las funciones de autocovarianza v
covarianza C s , gue denomina-

remos FAC y FCC, respectivamente.

La FAC de Z. toma los valores:

i
fﬁ -5 ,‘x, N 1;'3 - '4+QQ ‘2(2 4 QZ »2 AR Wa Qo P
(4.2 a) ({0 = (14857007 + 875 0y #2011 845 01y
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(4.2 b) v, (1) = -8, o =6

2
11 Y1 12 Y912

vy es igual a cero para cualquier otro retardo.

La FCC entre Zl v 22 toma los valores:

(4 (0Y={(1+5__8 2 2
(4.32) Y (00= (140,108,940, 50,1)07,%81105107481,8,,0;
14 i/ - . -
(4.3Db) Yo (1) ==6,,02~6,,0,,

P, 3y 7 - P r*rz-A o1
(4.3¢) (15 (-1)=-6,1,05-681105,

ara cualguier otro retardo. Finalmente,

la FAC de Z, es similar a la de Z,, con valores distintos
le cero solamente para v, (0). v, (1) y y,(=1).
Sean o,, Y oy las innovaciones de los procesos
univariantes de 2.  y Z_, _, respectivamente. Las FAC de Z,
i L & L -
v Z., implican gue las series univariantes siguen procesos
MA {1}, gue pcdemos representar como:
\\ / "\
~ \ I “ -} i’\ \
“1e | 1738 ) %1t
(4.4) i

Queda, pues, por determinar el procesc biva-
riante para o, Y O

Veamos primero si es posible gque g siga un pro
ceso de media mbvil:

'Wll(B) ¥, (B)

(4.5) a, = a, = ¥Y(B)a

Zt I
¥, (B) ¥, (B) /
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En virtud del resultado 1 sabemos que Wll(B) y
WlZ(B) tienen el mismo orden, vy lo mismo les sucede a Wzl(B)
Y W22(B). Puesto gque el modelo (4.1) es simétrico con res-
pecto a Zl Yy 22’ se sigue gue todos los elementos de la ma
triz Y(B) deber&n tener el mismo orden, gue designaremos m.

En este sentido, diremos que O

¢ sigue un proceso MA de or-

den m.
El problema consiste por tanto en determinar
gué valor de m produce un mcedelo (4.5) que, al introducir-

lo en (4.4) produce el modelo (4.1).

Evidentemente, si m=0, resulta

Y (1) = v ,(-1) =0,
1o cual contradice (4.3 b y ¢). Asi pues, debe suceder que

3
W
et

J

A primera vista esto parece crear una paradoja.
u 4)

S1i mxl, al sustituir (4.5) en (4.4 resulta un modelo (4.1)

con elementos en 1

[V

matriz 95(B) de orden superior a 1. La

primera ecuacién de (4.1) sera:

Z,, = (lwle) Wll(B) a;. (I-A.B) v
4 th parece segulr entonces un proceso univariante MA de
orden (m+l), lo cual contradice {(4.4). Pero el hecho de

que o, es un vector de innovaciones garantiza que esto no

sucede, como demuestra el sigulente resultado.
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Resultado 4: Sea o un vector de innovaciones

cuya representacidn multivariante es:

o, = ¥(B) a,

en la gue todos los elementos de la matriz VY(B) son del

=

ismo orden m. Sea [ (B) una matriz diagonal, cuyos elemen-

0s distintos de cero son de orden g. Las series Zit del

-~ i TP T -
proceso multivariante

o~
=
N
(&2}
S
.
8
Hi
=2
—
——
B3

¥(B) a

4
[

univariantes MA de orden g.

tracifin: Puesto gque el vector &, es un vector de inno
el dice gque los elementos de la
dragonal prin iz:

(es decir, polinomios de orden cero en B}.

de covarianzas de (4

(((((

A

Puesto gue N (B) es diagonal vy los elementos de
la diagonal principal de G(B) son constantes, se sigue que
o

de la diagonal principal de I'(B), yi(B), es



Y, (B)

donde o2
o,
i
principal de G(B}.

den g (el orden de Ai(B)),

El resultado 4 nos dice,

2
Ai(B} ki(F) 9,

Por tanto,

18

1

es la constante correspondiente de la diagonal

Z

it

es un proceso MA de or

en forma heuristica,

gue, en modelos multivariantes, la superposicidn de dos mo

delos MA de orden 57

P4

g My

nes.

nes.

e e
novaci

ones 2on

FAC de (4.1).

.
model

- (=

egtructura de las

no produce un modelo MA de orden
{g+m) cuandoc uno de los modelos es un proceso de innovacio

Este es consecuencia de las restricciones que deben ser
satisfechas por el modelo multivariante para las innovacio

o MA({m) para las in

m=1, es decir,
I ”g_.: e WS \ /
[ %1e [1-¥11B EEC AP
TR I
y i } v 2 Yy Fo ‘
\\L\(izt }ig ‘\ » ;’EEB 1”1223 / '\\‘ &.2t )
. N i
Combinando (4.7 con (4.4} resulta el modelo:
. «\ /J P S B L .
, A
(4.8) ‘ % !
j ;
/ \ - — ) {7 e - i
\Zzt / %21(1 AZB;B (1 ?223)(1 XZB% a2t/
Es f&cil confirmar

reg distintos de cero solamente

=1, Yy que

et B

gue la FAC de th

para retardos iguales a 0,

toma valo

1
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se anula puesto gue, al ser O ruido blanco, la relacibn

1t

(3.8 a) tiene gue cumplirse. Un resultado similar se obtie
1 o

ne para la FAC de zZt'

Si analizamos la FCC entre Z, Y %Z,, nos encon

tramos con valores distintos de cero para los retardos, 0,

1 v =1, de acuerdo con las ecuaciones {(4.3a, b, v ¢}, pero

cara vetardos iguales a 2 y -2 se obtiene

;A . ISR o ¢ ,.(2

4.9 a) 12020 = Ay T1p F ¥y T3)

(4.2 b) V., (=2) = A { Y., 0., + ¥ o 0l
T 12 1 I 12 2 !

asi pues, el mo-
i, aln cuando

innovaciocnes se

Resultbs:

dentifique

i
(1) para d=2,~2,

@l oonrre
do n pars gue los
sarnetroes den we eztuvieran en
= onn lag PAC v la modelo corvecto, las

A
v o o od g o e, 5 T & e ey o 4 .
CONGQLoLoOned tandrian Jue CUmpLLYSe:

Y ("'“ i i‘i} . O" . - 6
I 17 [ N
L% g%+ Yoq 049 =0
A iR e
” 2
¥ o o4+ Y, o = {
21 71 22 712
2 .
Y SR I 4 o = .
12 "2 11 Y1z

D - .
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Regolviendo el sistema para los parémetros Y
el funcidn de las varianzas, el Jacobiano del sistema es

igual a:
gl = |22

dende |I| es el determinante de la matriz I . Como conse-

cuencia, el modelo

nte determinado a priori excepto en lo rela

2] matriz 7. Asi pues “»‘J"B‘a:c“f': el mi
-AVC a4 lLa matriz L. 51 pues, 7T (8)selia el Iisno \,uaiegohlera
e los valorezs de las 9... Esto, evidentemente, no

ene sentido: mientras gque el modelo a identificar contie-

tien 1
- .’ -~ ! - - b \ ] {f \
ne 4 parametros (gsin contar 7 ), el modelo {(4.8) contiens
o~ . 3 —~ 3 PN ~ . “t — Wy A 22 . ]
cio 2, los A,., puesto gue los Y. . estén ya determinados.

. T o
ﬁ;ill‘id‘\

mo sucede para cualguier otro valor de m,

La conclusidn es, pues, gue el modelo MA(l) de
{4.1) no puede nunca identificarse mediante un modelo MA pa

ras las innovacicnes. Si partimos de un modelo MA m&s com-

8]

plicado en (4.1), el mismo razonamiento lleva a la siguien-

te conclusidn:

Resultado 5: Un procesoc MA multivariante no pue

de ser nunca identificado como un proceso MA para las inno-

vaciones de sus series univariantes (*).

(#*} BEL resultado 5 puede formularse alternativamente . : 51 bien pro
cesos univarianfes MA junto con un proceso MA para sus inncvaciones
procducen un modelo multivariante MA para las series, 1o co ontrario

o

crod

en general no serd cierto. De hecho, mas formalmente, si el espacio
i

de los paréuﬂtrov estd limitado a priori por las restricciones debi
das a la estacionalidad e invertibilidad, el conjunto de modelos MA
gque pueden 1 ée"’ﬂ¢1carse como el resultado de procesos MR en las dos
=2tapas tiene medida Lebesque cero.



Lo gue el resultado 5 nos dice es lo siguiente:
s

un proceso multivariante MA nos produce series univariantes

e son también MA. Sin embargo, el modelo para las innova-
ciones de estas series no puede ser MA, sino gue tendri una

est

r

uctura m&s compleja. Antes de ver cu&l puede ser esta es

et
p!
o
@]
r
A

ura haremos unas consideraciones generales,

[ ~G { —_— O it
(5.2) $(B)] Z, = 8%(B) o,
! [
3

nta, por tanto, la serie de modelos univariantes impli-
variante (5.1). Es importante sen
rue si este (Gltimo satisface las condicion

e
nariedad e invertibilidad, las expresiones |¢ (B)
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estén determinadas de manera fnica por (5.1). Esto implica
que, a menos que |¢(B)| v alguno de los elementos 9% (B)
tengan raices gomunes, la representacidn univariante (5.2)
es @inica. Como consecuencia, las series univariantes iden
tificadas en la primera etapa tienen gue tener una represen
tacidn del tipo (5.2).

De lo expuesto se deduce tambi&n que el modelo
e

multivariante para las Innovaciones o s el dado por el

t
proceso:

= Ay . o RATI ;.
(5.3) 8*(B) a, = ¢ (B) 6(B) a .
b 99 -
vl - —~ ~ e < - o ] ~ o 3\ .
En efecto, sustituvendo (5.3) en (5.2) se ob-
£ 5 m ] fe 4 - 1 3
tiene finalmente (5.1). Una consecuencia del andlisis es,
s oy 4 1 “ N ~ 3 - ] P

obviamente, gue el mé&ximo orden de elementos de cada

Cuando se trata de un modelo MA, vy (5.1) se

Z, = 8(B) a '

B

0]
Ui
W
e
Qr
u
o
O
[ig}

las expresiones (5.2) y (5.3), correspondient
etapas de la identificacidn, se simplifican. Las series uni

i
variantes vienen da

(5.4) 7, = 6%(B) g

=+ +

v el modelo multivariante para las innovaciones se convierte

en:

(5.5) 8% (B) o, = 8(B) a, .
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Volviendo a nuestro modelo (4.1), la ecuacibn

(5.4) es simplemente (4.4). Pero la expresidn (5.5) se con
vierte en:

(5.6) o, o=

¢

e
o

1—A28 l«Xza
v se confirma facilmente gque (5.6) y (4.4) implican (4.1).

lante sencillo implica

e la segunda etapa de un modelo bastante

R e wn T o T Y N [l . Ly 4 o E - P
Mie la FCC de Z, v 2, viene dada por
/ R ~ - e b o ny o b, =, raa. “4 . “4
4.3 v Lo as diztinta de cero para retardos -1, 0 v 1
i b & I4 B 13
: — )
N < N S W LatT X

{2

-
COn

e v (k) es la FCC de a, vV o

Es decir, la FCC de G Y @y consistiréd de tres
-

plicos para 1os valores -1, 0 y 1, y decrecimiento exponen-

g

cial a la derecha y a la 1z



ro
xS

_._

instrumento basico

del modelo

m
Q_A
Q
1]

todo de las etapas simplemente oscurece

1.1

del probl

o

N

de la i1dentifice

£~ o2
cion

multivariante es la FCC, queda claro que el mé

; 2 2
1wz  B~-F. B v =f B
L1 =12 N 4
7
. S
'ﬂlB =g ,E

gue los polinomio
raices cercanas,
tarfan muy inestables.
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6.~ ALGUNAS CONCLUSIONES

En la seccifn anterior hemos concluido lo si-

guiente:

a.- El modelo conjunto para las innovaciones
univariantes implicado por un proceso multivariante es re
lativamente complicade, incluso para los casos mds simples
de modelos multivariantes. En general, 1 modelo para las
innovaciones es bastante mis complejo gue el modelo multi
variante para las series. Asi pues, el m&todo de las dos
atapas, en lugar de simplificar, complica 21 proceso de

identificacisn,.

b.~ Zs précticamente imneosible gue la informa
e gue normal-
rmits fdentificar el wodelo correcto,

varios de

uso del procedimiento de lzz dos etapas en

la identificacidbn de modelos multivariantes parece, pues,

el producto de una intulcifn errvdrnea. Jueda pendiente, sin

embarco, el desarrollo de una wmetodologia sistem8tica para

identificar modelos multivariantes: De todos modos, €8 po=
2

sible que esta metodologia sistemdtica tampoco sea muy ne-

cesaria, como ilustra la discusidn cue sigue,

Supongamos gue al analizar unas series tempora
les, encontramos qgue la FAC de las series univariantes co-
rresponden a procesos de medias mdviles (finitos). Trivial
mente, el proceso multivariante mis general para las series
gueda automaticamente determinado. Por ejemplo, si se tra-
ta de dos series para las gue 1os procesos univariantes son

MA{ql) v Mﬁéqz}, el modelo multivariante szerd, en general
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| 91 91 \
Z1¢ 61 (B) 6,5 (B) alt\

= qz qz ‘* 5
Zot¢ %1 (B 9,2 (B) aZt/

donde los indices superiores sefialan el orden del polinomio,

0 o _
10 = 8, =1
o _ .0 _
09, = 0, = o.

Asi pues, para el casc de modelos multivarian-
tes MA, la identificacién multivariante gueda determinada

simplemente a partir de los procesos univariantes.

[

Si el modelo multivariante fuese simplement
autoregresivo (*), evidentemente el mejor sistema seria el
de ir aumentando la matriz AR hasta que los resfiduos esti-

mados &, se comportasen como ruido blanco.

Para situaciones de modelcocs ARMA més complejas,
quizfs la estrategia mis sensata consista, esquemfticamente,
en un proceso de prueba y error sobre las series originales.
Primero, analizando las autocorrelacicnes de las series in-
dividuales. 51 el proceso no puede ser descrito por una me-
dia mévil sencilla, ensayar entonces matrices AR, progresi-
vamente m&s complejas, vy ajustar con matrices MA autocorre-
laciones en los resfduos gue no quedasen explicadas. La iden
tificacibn correcta requerirfa, pues, una cierta habilidad
por parte del analista, pero esto no es de asustar, si se
congidera gue la razbén de ser de estos modelos descansa en
gque pueden ser descritos por. una estructura parsimoniosa,

relativamente simple. Y el regquisito de ser parsimoniocso

(*) Lo cual se detectaria por medio de la funcidn de correlacidn parcial
(ver Quenowille 57 p. 38-42).
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es afin m&s importante para un proceso multivariante cuya

complejidad, en caso contrario, los haria inmanejables.

En todo caso, creer gque intentar modelizar las
innovaciones univariantes puede simplificar la identifica
cibén del proceso carece totalmente de fundamento. Tan s6-
lo nos llevar&, en el mejor de los casos, a complicar el
andlisis innecesariamente o, m&s probablemente, a especi-
ficar modelos errdneos, en contradiccibén con las series

temporales de gue se disponga.



ANEXO

LA IDENTIFICACION DE SERIES TEMPORALES UNIVARIANTES (¥*)

La especificacién o identificacidén de modelos
multivariantes de series temporales aparece tratado ya en
Quenouille (57, cap. 4), bajo el nombre de "Investigacidn

preliminar™.
En su terminologia:
Cov (x., X. ) =
i T

ij)s

.., . De estos ele-
ij)s
mentos surgen las matrices FS % CS. Quenouille sugiere

cuyo estimador muestral se denomina C(
utilizar en la especificacién del modelo, los determinan

tes !CSI, el cociente CSC;E (las raices caracteristicas)

1
y las correlaciones parciales. A través de esta informa-
cibén puede identificar casos de medias mbéviles puras, auto
rregresivos puros y poco m&s. Por otra parte, Quenouille
varte de un modelo en el gue todas las ecuaciones tienen

polinomios en B del mismo orden.

Como comentamos en la seccién 2, Haugh (72) vy
Haugh-Box (77) sugieren el uso de un mé&todo basado en la
descomposicidén en dos etapas. (Una primera univariante, vy
una segunda en la gue se modelizan las innovaciones univa
riantes). Pero no llegan a desarrollar ningln método espe

cifico.

Granger y Newbold (77, cap. 7) ofrecen una so
lucién basada en las dos etapas. El método es de una com-
plejidad espantosa. Reparametrizando el modelo en cierta

forma, es posible obtener "medio" modelo para las innova-

(*) En este trabajo utilizamos los términos "identificacidn" y "espe
cificacidén" indistintatmente, en el sentido de Box-Jenkins (70).
En econometria, el término "identificacidn" tienc un significado

P

diferente (ver Maravall (79, cap. 1).



ciones univariantes. Esto se hace truncandc unos sistemas
de ecuaciones en infinitas variables, y de las soluciones
se identifican las expresiones racionales que las generan.
Utilizando luego las ecuaciones implicitas en unas expre-
siones anfdlogas a (3.9) obtienen la otra mited del modelo
de las innovaciones univariantes. Aparte de su complejidad
(por ejemplo, la resolucidn de las ecuaciones andlogas a
(3.9) es, incluso para los casos mds sencillos, de una enor
me dificultad), el método para series como las que normal
mente se usan, es muy imprecisc. Por otra parte, los dos
ejemplos gue Granger y Newbold desarrollan para ilustrar
el método parecen confirmar lo que comentamos anteriormen
te sobre los peligros de la sobreparametrizacidn y la ob-
tencidén de modelos no parsimoniosos. En el primer ejemplo,
para dos series, cuyos procesos univariantes se describen
con sblo dos paré@metros, identifican un proceso bivarian-
te con 15 parémetros. En el segundo ejemplo, las series
univariantes incluyen tres parémetrcs en total, y en la
segunda etapa de la identificacidn especifican un modelo

para las innovaciones con 20 par&metros.

En resumen, el m&todo de Granger y Newbold es
impracticable, y los ejemplos que presentan parecen empi-

ricamente disparatados.

Identificacién de modelos multivariantes basa
da en las dos etapas aparece tambi&n en Jenkins (75, 79).
A diferencia de Granger y Newbold, su metodologia no es
impracticable; sin embargo, contiene un error tedrico.
Este error deriva de no considerar las implicaciones del
hecho de gue en la segunda etapa de la identificacidn se
est8n utilizando series de innovaciones. Asi, en el articg
lo de 1975, la segunda etapa produce el sigulente modelo

para las innovaciones:



e 1 -.22 B \ aqy

(A.1)

a /
2t .348B 1 ; ase

lo que implica que las autocovarianzas de a, Y de a,s pa

ra los retardos 1(y -1), toman los valores:

rz(l) = .34 P00,
Puesto que p = .45, evidentemente rl(l) v rz(l)

son distintos de cero. Por tanto, al y a, en (A.1l) son MA(1)
4
y no innovacicnes. Es decir, si la primera etapa es correcta,

la segunda es incorrecta y viceversa.

En el libro de 1979 los dos ejemplos multiva-
riantes que figuran contienen el mismo error. En el primer
caso identifica, para las innovacicnes univariantes, el mo
delo (p. 78):

%1¢ T 21¢ 7 912 3¢
%2t T %2t T T21 f1t-1
De nuevo:

Y1) = =0, 015 70

{ == e
Yo (1) 851 912 7 O



En el segundo ejemplo (p. 86), el modelo con-

junto que identifica para las innovaciones univariantes es:

1 128 %1t 3¢
\ 9,1B 1 %o 2ot
Puesto que
o = (1-¢ ¢ 132)“l (a, +¢ a )
1t 12 Y21 1t7712 “2¢-1'"7
resulta:
o
Y, (1)= 12 G150 # 0
=915 931

v, anélogamente, y2(1)=0. En el caso de este iltimo modelo,
las autocovarianzas de a, Y a, no se hacen cero para ningln
retardo finito.

Puesto que los modelos para las innovaciones
esté&n mal especificados, el modelo final identificado

arrastrar8 el error.
Si el modelo correcto es:

¢(B)_Z_t = 6 (B) it ¥

en el que las a's estén distribuidas normal, independiente
e idénticamente, el método de Jenkins produce una especiflA

cacibén del tipo:

= a%( *
$(B) Z_ = 0%(B) a} :



tal que 6* (B)#9(B). Esto significa gque si los a's son ruido
blanco, los residuos a*'s que produce el modelo estimado

por Jenkins, ser&n iguales a:
at = 8%*(B) 8(B) a

y no estarén, por tanto, distribuidos normal, independiente
e idénticamente. Como consecuencia, la funcidn que Jenkins
maximiza al estimar el modelo no es la funcibn de verosimi
litud correcta (y ni sigquiera tiene por qué ser una aproxi

macidn)
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