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INTRODUCCION 

Los modelos ARIMA univariantes se han general! 

zado a modelos multivariantes. La identificación (especi-

ficaci6n) de estos modelos multivariantes es una labor com 

pleja. En general, buena parte de la literatura sobre el 

tema y algunos de programas mAs comercializados utili-

zan el imiento de dos etapas sarrollado por Haugh: 

primero se obtienen las innovaciones de las series univa-

riantes, 1 e~ na se estas innovaclones se mode 

llzan conjuntamente. 

121r d.i 

se sfac~oria. Si 

lc) 

ibitivo y salva en casos 

un lrecc on 1, el modelo para ~as innova-

identificar Que el mode 

¡1 C()!"ltte""" 

lican, como consecuencia, 

s que deben a ctar al las Lrl"'" 

novaciones. Se discute la saluc 1 1.C1 ta. er~ las 

dos etapas, y se concluye que el m~todo ti en él conducir, 

o a soluciones emptricamente disparatadas como puede apr~ 

y Newbold (1977), o a modelos .r:i.ca--

mente inconsistentes (ejemplo de los s se encuentran 

en Jenkins (75 y 79) el trabajo presenta al~ 

gunas breves cone iones sobre la posibilidad de una iden 

tificae direct.a .... 
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que denominaremos proceso bivariante ARMA (P,Q), siendo 

P y Q las matrices 

El problema que nos interesa es el de especi

f icar (" .identificar ll ) el modelo del tipo (1.3) que genera 

una serie temporal dada (z 1 t' z 2t)' Es decir, dadas las 

series temporales, inferir las matrices P y Q que caracte 

rizan el proceso A~~ bivariante de las series. 

2.- LA ESPECIFICACION DEL MODELO EN DOS ETAPAS 

E isis de series les univariantes 

por el. Box-Jenkins a anz6 t popularidad 

en ~ recientes que la generalización del m~todo a se-

ries rnultivariantes se convirt en un problema de gran 

s. En 1972 Haugh publica una tesis en la que se ex-

el mét.:cdo va a servir fundamento para la iden 

tificac de modelos ARMA multivariantes. El método en 

:croa muy esguem~tica, puede resUli1irse en dos etapas. La 

primera produce los modelos univariantes de cada una de 

las series; que representaremos como: 

(2. 1 ) 

donde a it es la innovaci6n del proceso univariante, y por 

tanto ruido blanco. La segunda etapa proporciona el mode

lo conjunto para las innovaciones: 

(2.2) ~t = 'P(B) ~t' 
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a la que se pueden aplicar t~cnicas de identificaci6n y 

estimación ya en uso. Este tipo de modelos se ha llama

do tambián modelos multivariantes con causalidad unidi-

la funci6n de correlaci6n cruzada en 

tre las innovaciones presenta valores distintos de cero 

sitivos y negativos, el modelo no se pu~ 

de trasladar a una s le relaci6n din&mica~ se trata en 

la causaJidad op~ 
. . :: .r-:a c~ e: ~!_ ~) :el (:; s <, 

s (ltimos modelos (105 modelos ~ru ti 

del proceso ce Lden 

omente a ilustrar ~qunas caracterrs 

_'c¡~zdd_a d.-2. 1 

es. Indica explfcirarnen-

ae model s mu livaria te 

o jetivo de su tosis. '",.' . .r. l 

Box vuelven a sugerir que el 

lrva ~sto de in roducc 

el aJ!:;.ru 

erias;-

no agravar. 
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Intuitivame~te, el procedimiento las dos 

etapas es atractivo i su aplicac ivamente 

simple. Primero se obtiene con el ante 

la parte de cada variable explicarse simplemen 

te por su propio pasado. Y es la rarte que no ex-
plicada por este pasado la que se intenta relacionar con 

a. 

(;::):' . 

. i 

~:-: ,) -':'._Ci O~ 20 m0~tivariJnte es 

.J.. mo 

el prooe30 mu tiva 

de los polinomios 
( "'1 "') 

\ ~,~- ~ ¿" ,. 

entonces las 
~ .~, ,... "1 

.. ~. r¡r¡ t \7} clt~a _L E~ S 6r-

danes " !-J. 2 :L ¡t 

(It) Ver Quenoui11e (63. p. 
~~st.ate s:pace~~ :y e1 \:t3Ct,C~ dE'~ '\l2,:('j.él:01.e.~:3 eE~t:a.d,-) es de or:den Pi \;.r;:. 

se.cies indii:Jiduales d2~ =".2,,5 y\}'a..r.i.¿:d::::le:s c':r':<5ex:'vadas s.iguer tarrtbién 
procesos univarianb~~3 i\.RYL; ,p-1) > (Ver ;vlehra v Cameron (77». 
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f f 11 
donde ~ 11 es el coeficiente de B en el polinomio ~ ,~' 11 11,b j • 

Puesto que Y1 (f11)~O, al no puede ser ruido blanco. 

Si f 11 <f12 , se demuestra que la autocorrelación 

de al para el retardo f 12 es igual a: 

f 12 
= 1tJ 12 (} 12 

f f 12 
donde 1tJ1~2 es el coeficiente B en el polinomio \lf12(B). 

Así pues, al tampoco sería en este caso ruido blanco. 

Resultados semejantes se obtienen para la auto 

correlación de a 2 (*). 

De este modo, al modelizar el proceso conjunto 

de las innovaciones, tiene que resultar un modelo en el que 

los elementos de la misma fila de la matriz que resulta 

cuando el modelo se expresa en forma MA sean todos poli

nomios del mismo orden. 

El resultado no es trivial. Las aplicaclol1es 

que se encuentran en la literatura incorporan a veces esta 

restricción (ver, por ejemplo, la discusión de Pierce (79) 

para un caso específico), pero en ocasiones el analista 

la ignora completamente y su modelo ref lej a la contradicción 

interna de que si la primera etapa es correcta, la segun

da es incorrecta, y viceversa. Ejemplos destacados de este 

error de especificación se encuentran en Jenkins (75) y 

Jenkins (79). 

(*) Si el modelo inicial se parametriza con matriz ¿ diagonal y, en 

. eO consecuenC1a, .. = 1 para i~j, el resultado 1 sería: 
1J 

larden de 1f! i 1 (B) - orden 1f!i2 (B) , para i=l,2. 
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Por lo tanto, IR especificación correcta del 

modelo requiere, que s de la condioión de igualdad 

l1e los órden.es de ~~GS 1-)01 i~~c¡rrti.()s g~tle rr,t:;rlcic,rtarnos, se CU~ 

plan. Ufla.S rest.r~iccior~.es Ilr_),-.li':-lea.les e:n·tre, leas par"'ti¡netros 

lemente ilustra el resultado 

general SI te: 

2 : iL10nes ~ecerias y sufi 

{' E: 
i .L. j i 

_--i- \!¡ 

1. J 
(B '+' .. (F)_I + . L2. . 

J-.' 

(3~1 

(jo :J"(1.c~ 
-,; -, 

que 

.las ;~. ,.La ([5 .. ago-
. . .. 
1 rlC~:l. f)¿i L (1{~ les t e igual 

el. una 11 t:Ld¿-ldes 

en t3.9) refleian esta 
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For SLp~~sto, cada se traduce en va-

ciones de que los 

coefic ien"CE:S derecha de 

(3.10) han de ser ~ero. 

t:rataI." ecuac o~es {3.S a 

ante ~el resultado 2 es 

'< '1 \ 13) , 
~_ ..i. 

¡~tJ 
,. "",JF', 

"'~ ¿ 

, ~-

e3{ 

.1.. 

.... , fl} 

":.:' .1 ,. 

2) y k es una constacte (igual 

una 
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Resulta. pues, que el m~todo identificación 

.1--3.8 s nos lleva a establecer un modelo para las 

innovaClones univariantes que debe satisfacer una serie de 

requisitos. Por un lado. las 6rdenes de :os polinomios de-

ben lir el requisito de resultado 1 y por otro, los p~ 

:1 aatisfacer las restricciones del resultado 2. 

las innovaciones se estima por un método 

sible incorporar estas 

~esc~iCClcneE. Pero lnc~uso si dicho modelo 

f :,1 1 

n n res r~cc ones sj~il¿res oara los ~ar 

c~i23~lc. Por un .L.:1 

réict.j 

ificrue incorrectamente no tie~e de 

No cabe duda ce que en el análisis de serles mul 

las correlacio~es c_uzadas entre las innovaciones 

univariantes son informativas. Fundamentalmente porque nos 

el a;,,¡senci¿i de !i feedback". Pe 

modelo final J ntandc los modeles 
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univariantes con un J () ariante (en general mal 

especJfi las innovaciones univariantes. Esto re 

icularmente cierto para el caso de modelos de 

1.21.5 il¿'!Ei r a CUJ(O lisis dedicamos la sección siguiente. 

;?a,ra eI. ~l lisls que realIzaremos basta conside-

a medias móviles 

concep 
"'-

s;,¿,:a 

.L ale 

1 a: 

el irniento de las des 2 

e: {)"'fI ar:t 21.:n z a 

remas FAC y FCC, r~ 

comp etaffiE0te caracterizado 
, 
\.sn 

de ]as var dbles Z, y q.t19 denornin.a~ 

'l 
¿ 
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La FCC entre Z. y 7 tema los valores: 
J. "2 

'-. ,<c-~, .1., ) 

media l: 

(? 
,,\.~ ,.j 1 

,_~~ JL _:;., 

l r , 

'.,; "i 
J". 

, con v ~ores distintos 

so btva-
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En virtud del resultado 1 sabemos que T11(B) y 

t Y' 1 .. 0 rntsrnc 1E:S sucede a 'f,.,. (B) 
¿J. 

y ~22(B). Puesto que el lo (4~1) (;,5 s ca con res-

pecto a Z, y Z_. se sigue que todos los elementos de la roa 
~, ¿ 

triz y B deber§n tener el mismo orct2n, desiqnaremos m. 

¡;; ., , .)" 

.~. '..;<' 

sentido, diremos que so MA de or~ 

El ema co~siste por tanto en determinar 

un mode~c 4.5) que, al introducir-

,. f 'rO, 

1 i ,~j 

. I) ~: ., 

1) i ce 4.4). Pera e] 

\/E:!c:to,r d(~ 

como demuestra e~ s 

("ue -:i 

ja. 

:no 



17 

Sea a un vector de innovaciones -..=-t: 
rnu~tivariante es: 

l;~~ rn·at:r.i2~ 

1. 

~-" ¡ '; 

l"1"i, 

/\ .. ( }~,,) l. 

.lC)S e:lE~Inerltos de 

eS 
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= A. (B) ~\. (F) 
~ ~ 

donde 0 2 
a. 
~ 

es la constante correspondiente de la diagonal 

principal de G(B). Por tanto, Z't es un proceso MA de or 
1 -

den q (el orden de ~. (B)). 
~ 

El resultado 4 nos dice, en forma heurística, 

que, en modelos multivariantes, la superposici6n de dos mQ 

delos MA de orden q y ID, no produce un modelo MA de orden 

(q+m) cuando uno de los modelos es un proceso de innovacio 

nes. Esto es consecuencia las restricciones que deben ser 

satisfechas por el modelo multivdriante para las innovacio 

I{esul t_1 t pues r m: lo MA (m) para las in 

novaciones ~on m~l es ibIe con la estructura de las 

FAC de (4.1). Su?ongamos que m=l, es decir, 

(4.7) 

Zlt\ 
(4,8) = 

\ 
1 
I 

Z2t I 

Il-íf_ 1B 
( L 

\ 13 
\ -- 2 

1 >', B 
.. -'j 22 J 

inando (4.7) con (4.4) resulta el modelo: 

I 

/ (1 íf B)f 1 ' B) -íf 12 (l-)'lB )B ,.1..- 11 ''''-;\1 
I 

\ 

\ -íf 21 (l-ALB)B (1-'f 22 B) (1-A 2B) 
I 

a 1t \ 

a 2t/ 

Es fácil confirmar que la FAC de Z1t toma valQ 

res distintos de cero solamente para retardos iguales a 0, 1 

-1, Y que 
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las varianzas, el Jacobiano del sistema es 

¡L 

1 a DEi r~ ,r .l Z C;OITiC) conse-

tificarse mediante un 

;nodel0 ;'1;"\ 

misn~ razondmie~to lleva a la slgulen-

, ~,' )"", 

-,.,) •. 1. 

s formalmente, si el espacio 

21 res~lt¿dD de ~~ccesos M~ en ~as dos 
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Lo que el resultado 5 nos dice es lo siguiente: 

un proceso multivariante MA nos produce series univariantes 

que son tambi~n MA. Sin embargo, el modelo para las innova

ciones de estas series no puede ser MA, sino que tendrá una 

estructura más compleja. Antes de ver cuál puede ser esta es 

tructura haremos unas consideraciones generales. 

5.- LOS PELIGROS DE LAS DOS ETAPAS 

Sea el modelo multivariante: 

(5.1) ~(B) ~t = e(B) ~t 

y escribamos: 

-1 ~ 1-1 
dJ(B} == 1> (B) I rj) (B) i 

donde I~{B) I es el determinante de ~(B), Y ~(B) es la matriz 

traspuesta de los cofactores de los elementos de ~(B). La 

ecuación (5.1) puede reescribirse: 

i cb (B) I ~t = <p (B) e (B) ~t 

Puesto que cada fila de la matriz 1>(B) 8(B) es 

una suma finita de medias m6viles, será por tanto equivalente 

a un proceso simple de media m6vil. Así pues, podernos escribir: 

(5.2) '11> (B) I z = 8* (B) a -t -t 

donde e*(B) es una matriz diagonal y ~t es el vector de las 

innovaciones univariantes. El sistema de ecuaciones (5.2) re

presenta, por tanto, la serie de modelos univariantes impli

cados por el modelo multivariante (5.1). Es importante seña

lar que si este último satisface las condiciones de estacio

nariedad e invertibilidad, las expresiones 11>(B) I ye*(B) 



es 

t::' :: t 
) 1', '~ ! 

s rnanera i.ca (5.1). Esto implica 

elé:r:.entos e -.r.: (B) 

rafces comunes, la univariante (5.2) 

ica. Como consecuencia, las ~eries univariantes iden 

ra e a tienen que tener una represe~ 

e,s 

.. : ' 

). \ :,~ 

4'': '\ 
'-. ~>,; e:, j. i. ... 

y el modelo mul ivariante 

2'(1 
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Volviendo a nuestro la ecuac 

(5.5) se con 

B 
,,-

--~~,,~-.------~~,~~~-,.~ 

e 
-t 

';,1 

¡ ... 

}.'~ > 

"""'. , ,,-- ,'~"-1:-: ~'..-_. '0 __ ~<'" screclmiento exponen-
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Si el instrumento básico de la identificación 

del modelo multivariante es la FCC, queda claro que el mé 

todo de las dos etapas simplemente oscurece la imagen. 

2.- Además del problema anterior, las dos 

etapas presentan otro grave problema que deriva de una 

consideración empírica. La aplicación del método de las 

dos etapas puede producir fácilmente identificaciones i~ 

correctas debido a la sobreparametrización. Con esto qu~ 

remos decir que, debido a la variabilidad muestral, los 

estimadores de Al y \2 en (4.4) para una muestra concre

ta, en general no serán idénticos a los estimadores de 

A 1 Y \ 2 obtenidos en (5.6). Con lo cual , no se cancelarían 

las expresiones (1- A1 B) y (1-\2B), y el modelo aparenteme~ 

te identificado para ~t tendría elementos del tipo: 

1-~11B-1;12B2 

1-1;01B 
y 

Ader.lás de la especificación ir:correcta,puesto 

que los polinomios del nu~erador y denominador tendrían 

raíces cercanas, los estimadores de los parámetros resul

tarían muy inestables. 
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6.- ALGUNAS CONCLUSIONES 

En la secci6n anterior hemos conclu1do lo si-

guiente: 

a.- El modelo conjunto para las innovaciones 

univariantes implicado por un proceso multivariante es r~ 

lativamente complicado, incluso para los casos más simples 

de modelos multivariantes. En general, el modelo para las 

innovaciones es bastante más complejo que el modelo multi 

variante para las series. As! pues, el m~todo de las dos 

etapas, en 1 ~ de simplificar, complica el proceso de 

identificación. 

b.- Es prácticamente siiJle la informa 

les de que normal-

permita 1 ificar el ~odelo correcto, 

puesto qU.e ello implica se o.11u entre s! varios de 

los s J.fic s en la primera y segunda etapas. 

El uso de] proce las dos etapas en 

la ldenti cación modelos multlva iantes parece, pues, 

el d. pendiente, sin 

embargo, eL desarrollo de una lI1etodolcgía sistemática para 
, 

identi modelos multivariantes. De s modos, es po-

sible que esta metodOlogía sistemática tampoco sea muy ne

cesaria, corno ilustra la discusi6n que sigue. 

Supongamos que al analizar unas series tempor~ 

les, encontramos que la FAC de las series univariantes co

rresponden a procesos de medias m6viles (finitos). Trivial 

mente, el proceso multivariante más general para las series 

queda automáticamente determinado. Por ejemplo, si se tra

ta de dos series para las que los procesos univariantes son 

MA(ql) y MA(q2)' el modelo multivariante será, en general 
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ql 
611 (B) 

q1 
612 (B) 

q2 
~21 (B) 

q2 
622 (B) 

donde los índices superiores señalan el orden del polinomio, y 

As! pues, para el caso de modelos multivarian

tes MA, la identificaci6n multivariante queda determinada 

simplemente a partir de los procesos univariantes. 

Si el modelo multivariante fuese simplemente 

autoregresivo (*), evidentemente el mejor sistema sería el 

de ir aumentando la matriz AR hasta que los resíduos esti-
",' 

mados ~t se comportasen como ruido blanco. 

Para situaciones de modelos ARMA m~s complejas, 

quiz~s la estrategia mSs sensata consista, esquem~ticamente, 

en un proceso de prueba y error sobre las series originales. 

Primero, analizando las autocorrelaciones de las series in

dividuales. Si el proceso no puede ser descrito por una me-
• 

dia m6vil sencilla, ensayar entonces matrices AR, progresi

vamente m~s complejas, y ajustar con matrices MA autocorre

laciones en los residuos que no quedasen explicadas. La iden 

tificaci6n correcta requeriría, pues, una cierta habilidad 

por parte del analista, pero esto no es de asustar, si se 

considera que la raz6n de ser de estos modelos descansa en 

que pueden ser descritos por- una estructura parsimoniosa, 

relativamente simple. Y el requisito de ser parsimonioso 

(*) Lo cual se detectar!a por medio de la función de correlación parcial 
(ver Quenoville 57 p. 38-421. 
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es aún más importante para un proceso multivariante cuya 

complejidad, en caso contrario, los haría in~anejables. 

En ca.so f cree.r intentar modelizar las 

innovaciones lmivariantes puede simplificar la identific~ 

ci.6n l proceso carece tata de fundamento. Tan s6-

lo nos .1 , en el mejor de los casos, a complicar el 

an~lisis innecesariaQente o, probablemente, a especi-

ficar los ~,~ s, en contradicci6n con las series 

les de que se disponga. 
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ANEXO 

LA IDENTIFICACION DE SERIES TEMPORALES UNIVARIANTES (*) 

La especificación o identificación de modelos 

multivariantes de series temporales aparece tratado ya en 

Quenoui.lle (57, cap. 4), bajo el nombre de "Investigación 

prelirrünar" . 

En su t.ermino 

cuyo estimador muestral se De estos e1e-

mentas surgen las matrices r y e . Quenouille sugiere s s 
utilizar en la especificaci del modelo, los determinan 

(las rafees características) 

y las correlaciones parciales. A través de esta informa-

ción puede identificar casos de medias les puras, aub::;>. 

rregresivos puros y poco m§s. Por otra parte. il1e 

Darte de un modelo en el que todas las ecuaciones tic en 

polinomios en 8 del mismo orden. 

Como comentamos en la secc 2, Haugh (72) y 

Haugh·Box (77) sugieren el uso de un basa en la 

descomposici6n en 10s etapas. (Una imera univariante, y 

una segunda en la que se modelizan las innovaciones univa 

riantes). Pero no llegan a desarrollar ningGn m~ espe 

cífico. 

Granger y Newbold (77, cap. 7) ofrecen una so 

lución basada en las dos etapas. El m~todo es de una com-

plejidad espantosa. Reparametrizando el modelo en -' ..... c..!..er .... a 

forma, es posible obtener "medio" modelo para las innova-

(*) En este trabajo utilizamos los términos "identificaciSn" y "esp~ 
cificaci6n" indistintatmente, en el sentido de Box-Jenkins (70). 
En econometría, el término "identificación" tiene ignificado 
diferente (ver Maravall (79, cap. 1). 
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ciones univariantes. Esto se hace truncando unos sistemas 

de ecuaciones en infinitas variables, y de las soluciones 

se identifican las expresiones racionales que las generan. 

Utilizando luego las ecuaciones implícitas en unas expre

siones análogas a (3.9) obtienen la otra mitad del modelo 

de las innovaciones univariantes. Aparte de su complejidad 

(por ejemplo, la resoluci6n de las ecuaciones análogas a 

(3.9) es, incluso para los casos más sencillos, de una enor 

me dificultad), el método para series como las que normal 

mente se usan, es muy impreciso. Por otra parte, los dos 

ejemplos que Granger y Newbold desarrollan para ilustrar 

el método parecen confirmar lo que comentamos anteriorme~ 

te sobre los peligros de la sobreparametrizaci6n y la ob

tenci6n de modelos no parsimoniosos. En el primer ejemplo, 

para dos series, cuyos procesos univariantes se describen 

con s6lo dos parámetros, identifican un proceso bivarian

te con 15 parámetros. En el segundo ejemplo, las series 

univariantes incluyen tres parámetros en total, y en la 

segunda etapa de la identificaci6n especifican un modelo 

para las innovaciones con 20 parámetros. 

En resumen, el método de Granger y Newbold es 

impracticable, y los ejemplos que presentan parecen empí

ricamente disparatados. 

Identificaci6n de modelos multivariantes basa 

da en las dos etapas aparece también en Jenkins (75, 79). 

A diferencia de Granger y Newbold, su metodología no es 

impracticable; sin embargo, contiene un error te6rico. 

Este error deriva de no considerar las implicaciones del 

hecho de que en la segunda etapa de la identificaci6n se 

están utilizando series de innovaciones. Así, en el artícu 

lo de 1975, la segunda etapa produce el siguiente modelo 

para las innovaciones: 



A. 3 • 

= 

-.22 B 

::: ) (A.l) 

1 

lo que implica que las autocovarianzas de al y de a 2 , p~ 

ra los retardos l(y -1) ¡ toman los valores: 

Puesto que p = .45, evidentemente r 1 (1) y r 2 (1) 

son distintos de cero. Por tanto, ');1 y a 2 en (A.l) son MA(l) 

y no innovaciones. Es decir, si la primera etapa es correcta, 

la segunda es incorrecta y viceversa. 

En el libro de 1979 los dos ejemplos multiva

riantes que figuran contienen el mismo error. En el primer 

caso identifica, para las innovaciones univariantes, el mo 

delo (p. 78): 

ex ._. rl <',,", 8 a 2t-- 1 lt 
Cl.1t . ..., 

.), .c. 

O'2t ?1:;n 
-, " _. 

r,J .... , 
,;" 1 t-·l 

De nuevo 

Yl ( 1) :::: _.A 
.~ 12 rr 

v 1 2 cf O 

Y2 (1 ) :::::: -8 °12 :1 " ")1 \.! ... '~ 



A. 4. 

En el segundo ejemplo (p. 86), el modelo con

junto que identifica para las innovaciones univariantes es: 

1 

= 
1 

Puesto que 

resulta: 

y, análogamente, Y2(1)=O. En el caso de este último modelo, 

las autocovarianzas de al y a 2 no se hacen cero para ningún 

retardo finito. 

Puesto que los modelos para las innovaciones 

están mal especificados, el modelo final identificado 

arrastrará el error. 

Si el modelo correcto es: 

en el que las a's están distribuídas normal, independiente 

e id~nttcamente, el m~todo de Jenkins produce una especifi 

caci6n del tipo: 

~(B) ~t = e*(B) ~t 



A. 5. 

tal crUQ ~os als son ruido 

e 10 estimado 

y ne f;~ :::.~ 
~ 

, .- o), .::. ~ 

(0 1 .- que Jenkins 

de verosimi 
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